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Cet article est le deuxie`me d’une se´rie de trois articles consacre´s aux
images directes d’isocristaux : ici nous conside´rons des isocristaux conver-
gents avec structure de Frobenius.
Soit V un anneau de valuation discre`te complet, de corps re´siduel k =
V/m de caracte´ristique p > 0 et de corps des fractions K de caracte´ristique
0. Dans un premier temps nous caracte´risons les F -isocristaux convergents
sur un sche´ma affine et lisse sur k. Dans un deuxie`me temps, pour k parfait
et apre`s avoir explicite´ en de´tail les rele`vements de Teichmu¨ller, notamment
pour la droite affine rigide, nous en de´duisons l’existence d’isomorphismes
de Frobenius sur les images directes de F -isocristaux convergents par un k-
morphisme propre et lisse relevable.
Abstract
This article is the second one of a series of three articles devoted to direct
images of isocrystals : here we consider convergent isocrystals with Frobenius
structure.
Let V be a complete discrete valuation ring, with residue field k = V/m
of characteristic p > 0 and fraction field K of characteristic 0. Firstly we cha-
racterize convergent F -isocrystals on a smooth affine k-scheme. Secondly, for
perfect k and after a detailed exposition of the Teichmu¨ller liftings, especially
for the affine rigid line, we derive the existence of Frobenius isomorphisms
on the direct images of convergent F -isocrystals under a proper smooth and
liftable k-morphism.
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0. Introduction
Sauf mention contraire, dans tout cet article on de´signe par V un anneau
de valuation discre`te complet, de corps re´siduel k = V/m de caracte´ristique
p > 0, de corps des fractions K de caracte´ristique 0, d’indice de ramification
e, et π une uniformisante.
Cet article est le deuxie`me d’une se´rie de trois articles consacre´s aux
images directes d’isocristaux. Ici on introduit une structure de Frobenius
sur les isocristaux conside´re´s dans [Et 6], tout en restant dans le cadre
≪convergent≫. Les re´sultats concernent trois aspects de la the´orie : d’une
part l’allure des F -isocristaux convergents sur un sche´ma lisse aux §1 et §2,
d’autre part la convergence des images directes par un morphisme propre et
lisse relevable f : X → S de k-sche´mas au §4, et dans l’e´tape interme´diaire
du §3 nous explicitons les rele`vements de Teichmu¨ller, leurs liens avec la
spe´cialisation et la re´duction, en de´veloppant le cas de la boule unite´ de la
droite affine rigide. Ainsi les fonctions L pour de telles images directes conver-
gentes sont de´finies et on e´tudiera leurs proprie´te´s ulte´rieurement.
Notre approche via les isocristaux ne´glige la torsion dans la cohomologie
cristalline ; d’autres approches la prennent en compte, chez Ogus [O 4] via
les T -cristaux, ou chez Shiho ([Shi 1], [Shi 2], [Shi 3]) via la cohomologie
log-cristalline.
Au §1 on obtient une description des F -isocristaux convergents sur un
sche´ma affine et lisse [cor (1.2.3)] qui est l’analogue de celle de type Monsky-
Washnitzer obtenue par Berthelot dans le cas surconvergent [B 3]. Cette
description s’e´tend au cas lisse relevable dans le §2 [the´o (2.2.1)].
Au §3 on e´tudie en de´tail les rele`vements de Teichmu¨ller qui joueront un
roˆle crucial au §4 dans la preuve que le morphisme de Frobenius sur les images
directes est un isomorphisme : une fois de´fini le morphisme de Frobenius sur
l’image directe (qui est un isocristal convergent), un re´sultat fondamental de
Bosch-Gu¨ntzer-Remmert nous dit qu’il sera un isomorphisme s’il en est ainsi
en passant aux fibres ; le point cle´ est que l’image inverse par ces rele`vements
de Teichmu¨ller est la re´alisation du foncteur fibre qui commute aux Frobe-
nius, ce qui permet de se ramener a` la cohomologie rigide pour laquelle il est
connu que le Frobenius est un isomorphisme. On est amene´ a` expliciter le
morphisme de spe´cialisation utilise´ par Berthelot et a` le comparer avec celui
utilise´ par Tate [Ta] ou celui utilise´ par Bosch-Gu¨ntzer-Remmert [B-G-R].
On montre que le rele`vement de Teichmu¨ller est une section du morphisme
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de spe´cialisation et du morphisme de re´duction de [B-G-R] : une attention
particulie`re est accorde´e aux points a` bonne re´duction. On termine ce §3 par
l’e´tude de la boule unite´ ferme´e de la droite affine rigide et par des exemples
explicites de points dans les tubes.
Si le morphisme propre et lisse f : X → S est relevable en un mor-
phisme propre et lisse sur V, les images directes de F -isocristaux convergents
sont des F -isocristaux convergents [the´o (4.1.2)]. En fait, si le morphisme
f : X → S est projectif et lisse et que, ou bien f est relevable, ou bien que
X est une intersection comple`te relative dans des espaces projectifs sur S,
ce re´sultat demeure : la preuve repose sur le cas plongeable de [Et 6, 3.4].
De plus les images directes commutent au passage aux fibres. Dans le cas
fini e´tale les restrictions pre´ce´dentes sont leve´es [the´o (4.2.1)], et dans le cas
galoisien la cohomologie convergente commute aux points fixes sous le groupe
du reveˆtement [the´o (4.2.1)].
Notations : Pour les notions sur les espaces rigides analytiques et la
cohomologie rigide nous renvoyons le lecteur a` [B 3], [B 4], [B-G-R], [C-T] et
[LS].
On suppose donne´ un entier a ∈ N∗ et on de´signe par C(k) un anneau de
Cohen de k de caracte´ristique 0 [Bour, AC IX, § 2, no 3, prop 5] : C(k) est
un anneau de valuation discre`te complet d’ide´al maximal p C(k) [EGA OIV ,
19.8.5] et on note K0 son corps des fractions, K0 = Frac (C(k)). Il existe une
injection fide`lement plate C(k) →֒ V qui fait de V un C(k)-module libre de
rang e [EGA OIV , 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, no 1, prop 2]. On fixe
un rele`vement σ : C(k) → C(k) de la puissance aie`me du Frobenius absolu
de k comme dans [Et 3, I, 1.1] ; on suppose que l’on peut e´tendre σ en un
endomorphisme de V, encore note´ σ, de telle sorte que σ(π) = π ; on no-
tera encore σ l’extension naturelle de σ a` K : lorsque k est parfait C(k) est
isomorphe a` l’anneau W (k) des vecteurs de Witt de k et σ est un automor-
phisme de K. Si k →֒ k′ est une extension de corps de caracte´ristique p > 0,
V ′ := V⊗C(k)C(k′), K ′ = Frac(V ′), on peut relever la puissance aie`me du Fro-
benius absolu de k′ en un morphisme σ′ : K ′ → K ′ au-dessus de σ : K → K
[Et 3, I, 1.1].
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1. F -isocristaux convergents sur un sche´ma af-
fine et lisse
1.1. Notations
Soient X = Spec A0 un k-sche´ma affine et lisse, A une C(k)-alge`bre lisse
relevant A0 [Eℓ, the´o 6] et A = A ⊗C(k) V. Fixons une pre´sentation
A = C(k)[T1, ..., Tn] / (f1, ..., fs);
soient P le comple´te´ formel de la fermeture projective de X = Spec A dans
PnV , Y sa re´duction sur k et j : X →֒ Y. Alors ]Y [P = PK ; de plus ]X [P , qui
est l’intersection de X anK avec la boule unite´ B(0, 1+) ⊂ AnK , est l’affino¨ıde
]X [P = Spm (K{T1, ..., Tn} / (f1, ..., fs)).
Notons Aˆ (resp. Aˆ) le se´pare´ comple´te´ p-adique de A (resp. A), A† ⊂ Aˆ
(resp. A† ⊂ Aˆ) le comple´te´ faible de A au-dessus de (C(k), (p)) (resp. de A
au-dessus de (V, (π)) [M-W, § 1], et posons A†K = A† ⊗V K, AˆK = Aˆ ⊗V K.
On a des isomorphismes
Aˆ ≃ C(k){T1, ..., Tn}/(f1, ..., fs) ,
Aˆ ≃ V{T1, ..., Tn}/(f1, ..., fs) ≃ Aˆ ⊗C(k) V ,
A† ≃ C(k)[T1, ..., Tn]†/(f1, ..., fs) ,
A† ≃ V[T1, ..., Tn]†/(f1, ..., fs) ≃ A† ⊗C(k) V ,
et aussi [B 3, (2.1.2.4]
Γ(PK , j
†OPK ) ≃ Γ(X anK , j†OPK ) ≃ A†K ,
Γ(]X [, j†OPK ) ≃ Γ(]X [,OPK ) = Γ(]X [,O]X[) ≃ AˆK .
On fixe un rele`vement FA† : A† → A† de l’e´le´vation a` la puissance pa,
FA0 : A0 → A0, au-dessus de σ [vdP, cor 2.4.3] : on peut choisir un tel
rele`vement FA† de manie`re compatible a` une extension k →֒ k′ du corps
de base [Et 3, I, 1.2]. Posons FA† = FA† ⊗σ|C(k) σ, et FAˆ le se´pare´ comple´te´
p-adique de FA† ; d’ou` des morphismes FA†K
: A†K → A†K , FAˆK : AˆK → AˆK
au-dessus de σ : K → K. De meˆme pour V ′ comme ci-dessus [cf notations
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au-dessus du carre´ commutatif











) ; resp. Fa-Modlib(A†
K
))
la cate´gorie des A†K-modules de type fini (resp. A
†
K-modules projectifs de type




(M) =: Mσ −→ M
appele´ morphisme de Frobenius. Par analogie avec Wan [W 2, def 2.8] [W
3, def 2.1] nous dirons que M est un Fa-module surconvergent (resp. et
projectif ; resp. et libre) sur A†K . En conside´rant les meˆmes de´finitions sur
AˆK au lieu deA
†
K on dira queM ∈ Fa-Mod(AˆK) (resp.M∈ Fa-Modloc(AˆK) ;




(M) =:Mσ −→ M
est un Fa-module convergent (resp. et projectif ; resp. et libre) sur AˆK .
Lorsque le Frobenius est un isomorphisme on dira que l’on a une struc-
ture de Frobenius forte. On a des notions analogues sur A† et Aˆ, sans ten-
soriser parK : on utilisera alors les notations Fa-Mod(A†), ...Fa-Modlib(Aˆ).

















) (resp. Fa-Conn(AˆK)) la cate´gorie des A
†
K-modules
(resp. AˆK-modules) projectifs de type finiM (resp.M) a` connexion inte´grable
∇ : M −→M ⊗A†K Ω
1
A†K
(resp.∇ˆ :M−→M⊗AˆK Ω1AˆK )
et munis d’un isomorphisme horizontal




(∇)) =: (Mσ,∇σ) −˜→ (M,∇)




(∇ˆ) =: (Mσ, ∇ˆσ) −˜→ (M, ∇ˆ)).
On note Conn†(A†
K
) (resp. Connˆ(AˆK)) la cate´gorie des A
†
K-modules (resp.
AˆK-modules) projectifs de type finiM (resp.M) a` connexion inte´grable dont
la se´rie de Taylor converge sur un voisinage strict du tube de la diagonale
dans X anK × X anK (resp. dont la se´rie de Taylor converge sur le tube de la
diagonale dans X anK ×X anK ). On note Fa-Isoc†(X/K) (resp Fa-Isoc(X/K))
la cate´gorie de F -isocristaux surconvergents (resp des F -isocristaux conver-
gents ) sur X , de´finie par Berthelot [B 3] : une de´finition rapide est donne´e
par Crew [Cr, §1] ; cf aussi [LS] pour plus de de´tails.
On utilisera un exposant ( )◦ pour spe´cifier les sous-cate´gories des objets






ou la restriction de foncteurs aux objets unite´s.
On dispose de foncteurs naturels rendant commutatif le diagramme [Et













Γˆ // F a-Conn(AˆK)
// F a-Modloc(AˆK),
ou` Γ† := Γ(X anK ,−) est une e´quivalence de cate´gories [B 3, cor (2.5.8)],
Γˆ := Γ(]X [,−) est pleinement fide`le [O 2, 2.15, 2.23)] et [Et 3, I, (5.2.2)] et le
foncteur G (resp. H) envoie un A†K-module projectif de type fini M sur son
se´pare´ comple´te´ p-adique M = M ⊗A†K AˆK : G et H sont fide`les [Bour, A II,§ 5, n◦ 3 , prop 7] et [Bour, AC I, § 3, n◦ 5, prop 9 c)].
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La restriction F◦ de F a` F a-Isoc†(X/K)◦ est un foncteur pleinement
fide`le [Et 3, the´o 5]
F◦ : F a-Isoc†(X/K)◦ −→ F a-Isoc(X/K)◦ ;
et meˆme F est pleinement fide`le [Ked, theo 1.1].
Nous allons montrer en 1.2 ci-apre`s que Γˆ est en fait une e´quivalence de
cate´gories : ainsi G sera pleinement fide`le.
1.2. Des e´quivalences de cate´gories
Avec les notations de 1.1 nous allons montrer que la donne´e d’un F a-
isocristal convergent sur X e´quivaut a` celle d’un AˆK-module projectif de
type fini M, muni d’une connexion inte´grable
∇ :M −→ M ⊗AˆK Ω1AˆK
et d’un isomorphisme horizontal
φ : (Mσ,∇σ) −˜→ (M,∇),
ou` (Mσ,∇σ) provient de (M,∇) en e´tendant les scalaires par FAˆK .
Proposition (1.2.1). Avec les notations ci-dessus, le foncteur Γ(]X [,−)
induit une e´quivalence entre
(i) La cate´gorie des O]X[-modules cohe´rents (resp. et localement libres), et
celles des AˆK-modules de type fini (resp. et projectifs) ;
(ii) La cate´gorie des O]X[-modules cohe´rents a` connexion inte´grable (resp.
des isocristaux convergents sur X), et celle des AˆK-modules projectifs
de type fini munis d’une connexion inte´grable (resp. et dont la se´rie de
Taylor converge sur ]X [X 2).
Remarque. Berthelot a fourni une description analogue pour les j†O]X[−-
modules cohe´rents [B 3, (2.5.2)].
De´monstration. La de´monstration est semblable a` celle de loc. cit. Remar-
quons simplement que ]X [ e´tant affino¨ıde, la donne´e d’unO]X[-module cohe´rent
E e´quivaut a` celle du AˆK-module de type fini M = Γ(]X [, E) [B-G-R, 9.4.2].
De meˆme l’assertion “projectif” en (ii) re´sulte du fait que K est de ca-
racte´ristique 0 [B 3, (2.2.3) (ii)] [P, 10.3.1]. 
The´ore`me (1.2.2). Avec les notations de 1.1, soient M un AˆK-module
de type fini, muni d’une connexion inte´grable ∇, et (Mσ,∇σ) le module a`
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connexion inte´grable de´duit de (M,∇) par l’extension des scalaires FAˆK . On
suppose qu’il existe un isomorphisme horizontal
φ : (Mσ,∇σ) −˜→ (M,∇).
Alors, si (E ,∇) est le O]X[-module correspondant a` (M,∇) par l’e´quivalence
de (1.2.1), la connexion ∇ de E est convergente.
De´monstration. La preuve suit celle de [B 3, (2.5.7)]. Comme l’assertion est
locale sur X [B 3, (2.2.11)] on peut supposer Ω1X libre de base dz1, ..., dzm ;
de meˆme, comme M est ne´cessairement projectif d’apre`s [P, lemme 10.3.1],
on peut supposerM libre de base e1, ..., er. Si z1, ..., zm ∈ A rele`vent z1, ...zm,
Ω1
Aˆ
est un Aˆ-module libre de base dz1, ..., dzm ; soient ∂1, ..., ∂m les de´rivations
correspondantes. Pour tout i et tout k, posons ∂i ek = Σ
j
bijk ej , et soit
Bi ∈Mr(AˆK) la matrice des bi,j,k ; la connexion ∇ est de´termine´e par les Bi.
En utilisant l’isomorphisme horizontal φ, on peut supposer, comme dans la
preuve de [B 3, (2.5.7)] que les matrices Bi sont a` coefficients dans Aˆ.
Soit η0 ∈ ]0, p−(1/p−1)[. Pour tout e ∈ M = Γ(]X [, E), ∂ k e est a` coefffi-
cients dans Aˆ, donc ‖ ∂ k e ‖ 6 1, et comme η0 < p−(1/p−1) on en de´duit
(1.2.2.1) ‖ 1
k!
∂ k e ‖ η|k|0 −→ 0 quand | k | −→ +∞.
Posons ζi = 1⊗ zi − zi ⊗ 1 , τj = 1⊗ Tj − Tj ⊗ 1.
Pour η < 1, soient
U = {x ∈ X anK × X anK / ∀j, | (1⊗ Tj)(x) | 6 1, | (Tj ⊗ 1)(x) | 6 1},
Wη = {x ∈ X anK ×X anK / ∀j, | τj(x) | 6 η},
W ′η = {x ∈ X anK ×X anK / ∀i, | ζi(x) | 6 η},
et Vη = Wη∩U . Pour toute suite croissante η de limite 1, l’ouvert Vη := ∪
n
Vηn
est e´gal a` ]X [X 2 , d’apre`s l’exemple de [B 3, (1.3.10)]. Nous allons construire
une suite η telle qu’il existe sur l’ouvert Vη =]X [X 2 un isomorphisme ǫ :
p∗2 E−˜→p∗1 E induisant sur les voisinages infinite´simaux de la diagonale les
isomorphismes ǫn de´finis par ∇.
Puisque les Tj engendrent A, il existe des relations ζi = Σ
j
βij τj , avec
9
βij ∈ A ⊗V A ; d’ou` ‖ ζi ‖ 6 Supj ‖ τj ‖ , la norme e´tant la norme
spectrale sur U . Par suite on a Vη0 ⊂W ′η0 ∩U . On proce`de alors comme dans
la de´monstration de [B 3, (2.2.13)] pour de´finir sur Vη0 un isomorphisme
ε : p∗2 E −˜→ p∗1 E induisant sur les voisinages infinite´simaux de la diagonale






la se´rie convergeant dans Γ(Vη0 , p
∗
1(E)) graˆce a` (1.2.2.1). On va utiliser ensuite
l’action de Frobenius pour prolonger l’isomorphisme ε de Vη0 a` Vη, pour une
suite η convenable : tout d’abord, on peut supposer d’apre`s (1.2.1) qu’il
existe un morphisme FK : ]X [ = Spm(AˆK) −→ ]X [ tel que l’homomorphisme
Γ(]X [,O]X[) −→ Γ(]X [,O]X[) induit par FK soit e´gal a` FAˆK⊗ σ. Le Frobenius




i (φ) : (FK × FK)∗ (p∗i E) −˜→ p∗i E sur Vη0 .
On de´finit une suite croissante η de limite 1 en posant
ηn+1 = min(|π|−1ηn, η1/pan ) .
Montrons que (FK × FK)(Vηn+1) ⊂ Vηn . Posons
FAˆ(Tj) = T
pa
j + π aj,
avec aj ∈ Aˆ. Pour x ∈ U on a
| (Tj ⊗ 1)((FK × FK)(x)) | = | (FAˆ(Tj)⊗ 1)(x) |
= | ((T paj + π aj)⊗ 1)(x) | 6 1,
de meˆme pour 1 ⊗ Tj , de sorte que (FK × FK)(x) ∈ U . D’autre part, si
J = Ker(A⊗V A→ A), on a dans (A⊗V A)∧ la relation
(FAˆ × FAˆ)(τj) = 1⊗ (T p
a
j + π aj) − (T p
a
j + π aj) ⊗ 1
= τ p
a
j + π αj ,
avec αj ∈ J(A ⊗V A)∧. Dans (A ⊗V A)∧ on peut e´crire αj sous la forme
αj = Σ
i
γij τi, avec ‖γij‖ 6 1. Alors, pour x ∈ Vηn+1, on obtient
|π αj(x)| 6 |π| ηn+1 6 ηn
et
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|τ paj (x)| 6 ηp
a
n+1 6 ηn.
Par conse´quent on a bien
(FK × FK)(Vηn+1) ⊂ Vηn .
Supposons construit sur Vn := ∪
i6n
Vηi un isomorphisme ε
(n) : p∗2 E−˜→ p∗1 E ;
en utilisant l’action du Frobenius, on conclut alors, comme dans la preuve de
[B 3, (2.5.7)], a` l’existence d’un isomorphisme sur V = ∪
i
Vηi = ]X [X 2 , d’ou`
la convergence de ∇. 
Corollaire (1.2.3). Soient X = Spec A0 un k-sche´ma affine et lisse, A une
V-alge`bre lisse relevant A0, Aˆ le se´pare´ comple´te´ p-adique de A, FAˆ : Aˆ→ Aˆ
un rele`vement de la puissance aie`me de l’endomorphisme de Frobenius de A0
au-dessus de σ. Alors la cate´gorie des F a-isocristaux convergents sur X est
e´quivalente a` la cate´gorie des AˆK-modules (ne´cessairement projectifs) de type
finiM, munis d’une connexion inte´grable ∇ et d’un isomorphisme horizontal
φ : (Mσ,∇σ) −˜→ (M,∇).
De´monstration. D’apre`s la proposition (1.2.1) la cate´gorie des isocristaux
convergents sur X est e´quivalente a` celle des AˆK-modules projectifs de type
fini, munis d’une connexion convergente ∇. De plus cette e´quivalence est
fonctorielle par rapport a` Aˆ par des arguments analogues a` [B 3, (2.5.6)]. On
conclut par le the´ore`me (1.2.2). 
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2. F -isocristaux convergents sur un sche´ma lisse
formellement relevable
Nous allons ge´ne´raliser au cas relevable l’e´quivalence de cate´gories du
corollaire (1.2.3) pre´ce´dent.
2.1. Espaces rigides associe´s aux sche´mas formels
Dans ce § 2 on se donne f : X → Spec k un k-sche´ma lisse tel qu’il existe
un V-sche´ma formel lisse h : X → Spf V relevant f . Par une construction
de Raynaud on sait associer a` X (resp. a` h) un espace rigide analytique note´
XK [Bo-Lu¨ 1 et 2] [B 3] (resp. un morphisme hK : XK → Spm K). Si h
est propre alors hK est propre [Lu¨]. L’espace XK est muni d’une topologie
de Grothendieck [B 3, (0.1.2), (0.2)] et d’un faisceau d’anneaux OXK : nous
dirons que (XK ,OXK ) est un G-espace annele´ [B-G-R, 9.3.1].
Proposition (2.1.1). Sous les hypothe`ses 2.1 il existe un V-sche´ma formel
lisse h′ : X ′ → Spf V, un V-isomorphisme X ′−˜→X et des recouvrements par
des ouverts lisses X ′ = ∪
α
Spf Aˆα, X = ∪
α
Spec Aα,0, ou` les Aα sont des
V-alge`bres lisses et Aα,0 := Aα/πAα.
De´monstration. Dire que X est un V-sche´ma formel lisse signifie qu’il existe
un recouvrement X = ∪
α
Spf Bα, ou` les Bα sont des V-alge`bres plates se´pare´es
et comple`tes pour la topologie π-adique et formellement lisses pour les topolo-
gies discre`tes sur V et Bα : les Bα sont donc des V-alge`bres formellement lisses
pour les topologies π-adiques sur V et Bα [EGA OIV , (19.3.1)]. Pour tout α
notons Aα,0 := Bα / π Bα, et Aα une V-alge`bre lisse relevant Aα,0 [Eℓ, the´o
6] : d’apre`s [Et 2, cor 1 du the´o 4] il existe, pour tout α, un V-isomorphisme





Pα = Spf Bα, P ′α = Spf Aˆα, P ′αβ := P ′α ×Pα (Pα ∩ Pβ);




αβ →˜ Pα ∩ Pβ








αβ ∩ P ′αγ →˜ P ′βα ∩ P ′βγ
et on a les identite´s
ϕαβ ◦ ϕβα = Id , ϕαα = Id,
ϕαβγ = ϕγβα ◦ ϕαγβ ,
graˆce au fait que les Pα se recollent pour former X . Par conse´quent on peut
recoller les P ′α le long des P
′
αβ : le sche´ma formel ainsi obtenu est le sche´ma
formel X ′ cherche´. 
Corollaire (2.1.2). Sous les hypothe`ses 2.1 le morphisme d’espaces rigides
hK : XK → Spm K est lisse.
De´monstration. Compte-tenu de l’isomorphisme X ′ →˜ X de (2.1.1) il suffit
d’appliquer le crite`re jacobien [B 3, (0.1.11)]. 
Corollaire (2.1.3). Soient S un k-sche´ma lisse et f : X → S un k-
morphisme lisse et supposons donne´s un V-sche´ma formel lisse S et un V-
morphisme lisse h : X → S de sche´mas formels relevant f . Alors
(i) Il existe un V-sche´ma formel lisse S ′ = ∪
α
S ′α , S ′α = Spf Aˆα ou` les Aα
sont des V-alge`bres lisses et un V-isomorphisme S ′ →˜ S.
(ii) Si l’on pose X ′ := X ×S S ′, X ′α := X ′ ×S S ′α, il existe de plus un
S ′-sche´ma formel lisse X ′′ et un S ′-isomorphisme X ′′ →˜ X ′ tel que
X ′′ = ∪
α
X ′′α , ou` X ′′α = ∪
β
X ′′α,β = ∪
β
Spf Bˆα,β ,
les Bα,β e´tant des Aˆα-alge`bres lisses (resp. des A
†
α-alge`bres lisses)
(iii) Avec les notations du (ii) il existe aussi un V-sche´ma formel lisse X ′′′
et un V-isomorphisme X ′′′ →˜ X ′′ tel que
X ′′′ = ∪
α
X ′′′α , ou` X ′′′α = ∪
β
Spf Cˆα,β
et Cα,β est une V-alge`bre lisse munie d’un V-isomorphisme
Bˆα,β ≃ Cˆα,β.
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De´monstration. La proposition (2.1.1.) fournit le (i).
Pour (ii) et (iii) on utilise encore [Et 2, the´o 4 et son cor 1] : on peut recoller
les X ′′α,β (resp. les X ′′α , resp. les X ′′′α ) graˆce a` l’existence globale de X ′α (resp.
de X ′, resp. de X ′′). 
Corollaire (2.1.4). Sous les hypothe`ses (2.1.3) le morphisme d’espaces ri-
gides hK : XK → SK est lisse. Si de plus h est propre alors hK est propre.
De´monstration. La lissite´ de hK re´sulte de (2.1.3) (ii) et du crite`re jacobien
[B 3, (0.1.11].
La de´finition d’un morphisme propre d’espaces rigides est donne´e dans [Lu¨,
2.4] : la proprete´ de h entraˆıne celle de hK [Lu¨, theo 3.1]. 
2.2. F-isocristaux convergents et OXK-modules
Rappelons que les hypothe`ses (2.1) sont satisfaites.
La donne´e de E ∈ Isoc(X/K) e´quivaut a` celle d’un OXK -module locale-
ment libre de type fini EX [B 3, (2.3.2), (2.2.3) (ii)] muni d’une connexion
∇ relativement a` K, inte´grable et convergente. D’apre`s (2.1.1) on a un V-
isomorphisme X ≃ ∪
α
Spf Aˆα =: ∪
α
Xα ou` les Aα sont des V-alge`bres lisses ;
si Fα1 , Fα2 : Xα → Xα sont deux rele`vements de la puissance aie`me du Fro-
benius absolu de Xα = Xα mod π, alors on a un isomorphisme canonique [B
3, (2.2.17)]
(2.2.0) F ∗α1(EXα) −˜→ F ∗α2(EXα) ,
ou` (EXα,∇α) est la restriction de (EX ,∇) a` XαK = Spm (AˆαK).
Supposons fixe´ pour chaque α un rele`vement Fα : Xα → Xα, de la puissance
aie`me du Frobenius absolu de Xα = Xα mod π, et soit E ∈ F a-Isoc(X/K).




α(EXα), F ∗α(∇α)) ∼−→(EXα ,∇α),
avec compatibilite´s e´videntes quand α varie : d’apre`s (1.2.3) la connaissance
de EXα e´quivaut a` celle de Γ(XαK , EXα) avec meˆmes donne´es.
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Notons Fa-Conn(XK) la cate´gorie des OXK -modules localement libres de




α(Mα), F ∗α(∇α)) ∼−→(Mα,∇α) := (M,∇)|XαK ,
compatibles aux isomorphismes de (2.2.0).
The´ore`me (2.2.1). Avec les notations de (2.2) la fle`che naturelle
F a-Isoc(X/K) −→ F a-Conn(XK)
E 7−→ EX
est une e´quivalence de cate´gories.
De´monstration. Nous venons de montrer que si E ∈ F a-Isoc(X/K) alors
EX ∈ F a-Conn(XK).
Re´ciproquement soit M ∈ F a-Conn(XK) ; puisque M est localement
libre de type fini et que OXK est cohe´rent [B 3, (2.1.9)], alorsM est un OXK -
module cohe´rent. D’apre`s (1.2.3) l’existence des isomorphismes horizontaux
φα : (F
∗
α(Mα), F ∗α(∇α)) ∼−→(Mα,∇α)
prouve que la connexion est convergente, car la donne´e de (Mα,∇α, φα)
e´quivaut a` celle d’un e´le´ment de F a-Isoc(Xα/K) : puisque ces donne´es se
recollent la connexion ∇ est convergente [B 3, (2.2.11)], d’ou` un e´le´ment E





qui est le Frobenius de E [B 3, (2.3.7)] et (φE)X = φM. 
Suite aux observations en fin de §1.1 on en de´duit :
Corollaire (2.2.2). Avec les notations de (2.2) et 1.1 le foncteur
G : F a-Conn†(A†K) −→ F a-Conn(AˆK)
est pleinement fide`le.
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3. Rele`vement de Teichmu¨ller, re´duction, spe´cialisation
et espaces rigides analytiques
3.0.
Avec les notations de l’introduction, on suppose dore´navant jusqu’a` la fin
de cet article que k est un corps parfait de caracte´ristique p > 0, q = pa, et
on fixe une cloˆture alge´brique k de k.
On suppose releve´e l’e´le´vation a` la puissance q sur k (qui est un automor-
phisme puisque k est parfait) en un automorphisme σ de V, tel que σ(π) = π :
on note encore σ son extension a` K et ce σ est un automorphisme de K.
3.1. Rele`vement de Teichmu¨ller
Soit X0 = Spec A0 un k-sche´ma lisse. Soient k
′ ⊂ k une extension finie
de k de degre´ d et x0 ∈ X0(k′) : le k-homomorphisme correspondant a` x0,
s : A0 → k(x0) = k′, se factorise en s(x0) : A0(x0) = A0 ⊗k k(x0) → k(x0).
Notons W = W (k) (resp. W (x0) = W (k(x0)) l’anneau des vecteurs de Witt
a` coefficients dans k (resp. k(x0)),
V(x0) =W (x0)⊗W V ≃W (x0)[π] ,
K0 = FracW , K0(x0) = Frac(W (x0)), K(x0) = Frac(V(x0)), σx0 la puissance
pa sur k(x0), σW (x0) = W (σx0) le rele`vement canonique de σx0 a` W (x0),
σV(x0) = σW (x0) ⊗σ|W σ et σK(x0) (resp. σK0(x0)) son extension naturelle a`
K(x0) (resp. K0(x0)) de´finie par σK(x0)(u/v) = σV(x0)(u)/σV(x0)(v) (resp.
σK0(x0)(u/v) = σW (x0)(u)/σW (x0)v)). Le morphisme σK(x0) co¨ıncide, d’apre`s
[Et 3, I.1.1] et [B-M 2, (1.2.7) (ii)], avec le morphisme σ′ : K ′ → K ′ (au-
dessus de σ : K → K) de [Et 3, I.1.1] pour k′ = k(x0).
Notons qu’il existe un unique polynoˆme unitaire irre´ductible g ∈ k[T ] tel
que l’on ait un isomorphisme de k-alge`bres k(x0)
∼→ k[T ]/(g), et qu’a` chaque
rele`vement (ne´cessairement irre´ductible) g ∈ V[T ] de g est associe´ un unique
isomorphisme de V-alge`bres relevant le pre´ce´dent [EGA IV, (18.3.2)]
V(x0) ∼→ V[T ]/(g),
en particulier pour g = Teich(g), ou` Teich est le rele`vement de Teichmu¨ller
de´fini comme e´tant le morphisme compose´











avec bi ∈ W (k) ι→֒ V [Se, II, §5, the´o 4] le rele`vement de Teichmu¨ller de ai :
d’apre`s [Se, loc. cit.] et [Iℓ, (0.1.3.16) et (0.1.3.18)], Teich est un morphisme
d’anneaux.
Toutes les conside´rations pre´ce´dentes s’appliqueront aux points ferme´s
x0 ∈ |X0| := {points ferme´s de X0} ; dans ce cas, le k-homomorphisme sur-
jectif correspondant a` x0, s : A0 ։ k(x0), se factorise en s(x0) : A0(x0) =
A0 ⊗k k(x0)։ k(x0) et k(x0) = A0/mx0 est une extension finie e´tale de k de
degre´ deg x0 = [k(x0) : k].
Soit A une V-alge`bre lisse relevant A0 et fixons une pre´sentation A =
V[T1, ..., Tn]/(f1, ..., fm). On de´signe par Aˆ (resp. A†) le se´pare´ comple´te´ (resp.
le comple´te´ faible) m-adique de A. D’apre`s [Et 3, (1.2.1)] il existe un carre´
commutatif
















ou` FA† est un rele`vement a` A













V(x0) // A†(x0) // Aˆ(x0) ,
avec pour fle`ches horizontales les morphismes canoniques. Nous allons mon-
trer que le k(x0)-homomorphisme (surjectif si x0 est un point ferme´)
s(x0) : A0(x0) = A0 ⊗k k(x0)→ k(x0)
17
se rele`ve de manie`re canonique en un V(x0)-homomorphisme (surjectif si x0
est un point ferme´)
τAˆ(x0) : Aˆ(x0)→ V(x0)













commute. Dans un premier temps nous traiterons le cas particulier d’un corps
fini k = Fq ; dans un deuxie`me temps nous traiterons le cas ge´ne´ral d’un corps
parfait de caracte´ristique p > 0, en explicitant le morphisme τAˆ(x0).
1ercas : cas particulier ou` k = Fq est un corps fini.
Par le the´ore`me [Mo 2, theo 3.3] de Monsky et [Mo 2, def 5.2] (cf aussi
[K1] dans le cas V = W ) le k(x0)-homomorphisme (surjectif si x0 est un point
ferme´)
s(x0) : A0(x0)→ k(x0)
se rele`ve de manie`re unique en un V(x0)-homomorphisme (surjectif si x0 est
un point ferme´)
τAˆ(x0) : Aˆ(x0)→ V(x0)
tel que
(3.1.1) τAˆ(x0) ◦ (FAˆ(x0))deg x0 = τAˆ(x0).
Le morphisme τAˆ(x0) est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de s(x0)
(ou de x0) relativement a` FAˆ(x0).
Or en notant FA0(x0) (resp Fk(x0) = σk(x0) = σx0) le Frobenius (e´le´vation a` la
























dans lequel on ve´rifie que les deux morphismes τAˆ(x0) ◦FAˆ(x0) et σV(x0) ◦ τAˆ(x0)
sont des rele`vements de Teichmu¨ller de
s(x0) ◦ FA0(x0) = σx0 ◦ s(x0)
relativement a` FAˆ(x0), puisque l’on a
τAˆ(x0) ◦ FAˆ(x0) ◦ (FAˆ(x0))deg x0 = τAˆ(x0) ◦ FAˆ(x0)
et
σV(x0) ◦ τAˆ(x0) ◦ (FAˆ(x0))deg x0 = σV(x0) ◦ τAˆ(x0) .
Par unicite´ du rele`vement de Teichmu¨ller on en de´duit que (3.1.3) commute,
i.e.
τAˆ(x0) ◦ FAˆ(x0) = σV(x0) ◦ τAˆ(x0) .
2ecas : cas ge´ne´ral d’un corps parfait k de caracte´ristique p > 0.





qui soit section de la projection canonique W (Aˆ(x0))→ Aˆ(x0) et tel que
sF
Aˆ(x0)
◦ FAˆ(x0) = W (FAˆ(x0)) ◦ sFAˆ(x0) ,
ou`W (FAˆ(x0)) : W (Aˆ(x0))→W (Aˆ(x0)) est induit par fonctorialite´ par FAˆ(x0)
entre anneaux de vecteurs de Witt [Iℓ, (0.1.3.19)]. De plus, pour y ∈ Aˆ(x0),
sF
Aˆ(x0)
(y) est l’unique solution d’e´quations explicites [Iℓ, (0.1.3.17)].
De meˆme, puisque A0(x0)et k(x0) sont sans p-torsion, on de´finit sFA0(x0) et
sFk(x0) = sσx0 . Il est a` remarquer que sσx0 est le rele`vement de Teichmu¨ller
usuel pour un corps parfait de caracte´ristique p > 0 [Iℓ, (0.1.3.18)] et qu’il
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V(x0) ∼ // V[T ]/(Teich(g)) ,
ou` ι(x0) : W (k(x0)) →֒ V(x0) est l’injection canonique [Se, II,§5, the´o 4] et ι
est induit par l’injection canonique W →֒ V [loc. cit.].
En notant W (u) : W (R1)→W (R2) le morphisme d’anneaux de vecteurs







































dans lequel σW (x0) =W (σx0) ; et on a de´ja` vu que
(3.1.6) σV(x0) ◦ ι(x0) = ι(x0) ◦ σW (x0) .
On note τAˆ(x0) le morphisme compose´
(3.1.7)
τAˆ(x0) := ι(x0) ◦W (s(x0)) ◦W (proj) ◦ sFAˆ(x0) = ι(x0) ◦ sσx0 ◦ s(x0) ◦ proj ;
τAˆ(x0) est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de s(x0) (ou de x0)
relativement a` FAˆ(x0).
Compte tenu de la commutativite´ du diagramme (3.1.5) et de (3.1.6) on
obtient l’e´galite´
(3.1.8) τAˆ(x0) ◦ FAˆ(x0) = σV(x0) ◦ τAˆ(x0) .
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De plus l’e´galite´ (3.1.7) prouve par re´duction modulo π que τAˆ(x0) est bien
un rele`vement de s(x0).
Lorsque k est un corps fini cette construction redonne bien celle du pre-
mier cas e´tudie´ : en effet, graˆce a` (3.1.8) on obtient l’e´galite´ (3.1.1), car
(σW (x0))
deg x0 = id fournit
(σV(x0))
deg x0 ◦ τAˆ(x0) = ι(x0) ◦ (σW (x0))deg x0 ◦ sσx0 ◦ s(x0) ◦ proj = τAˆ(x0) ,
d’ou` la co¨ıncidence des deux constructions par l’unicite´ dans (3.1.1).
Les morphismes compose´s
(3.1.9) τAˆ(x0) : Aˆ →֒ Aˆ(x0)
τ
Aˆ(x0)−−−→ V(x0) ,
(3.1.9)′ τAˆK (x0) := τAˆ(x0)⊗V K : AˆK → K(x0) = Frac(V(x0)) ,
(3.1.10) τA†(x0) : A
† →֒ Aˆ τAˆ(x0)−−−→ V(x0) ,
(3.1.10)′ τA†K
(x0) := τA†(x0)⊗V K : A†K → K(x0) = Frac(V(x0)) ,
sont appele´s respectivement rele`vement de Teichmu¨ller de s (ou de x0)
relativement a` FAˆ, FAˆK , FA†, FA†K
: τAˆ(x0) (resp. τAˆK (x0), τA†(x0), τA†K
(x0)
est un point de Teichmu¨ller de Aˆ (resp. de AˆK, A
†, A†K) relativement
a` FAˆ (resp. FAˆK , FA†, FA†K
) , tel que
(3.1.11) τAˆ(x0) ◦ FAˆ = σV(x0) ◦ τAˆ(x0) ,
(3.1.11)′ τAˆK (x0) ◦ FAˆK = σK(x0) ◦ τAˆK (x0) ,
(3.1.12) τA†(x0) ◦ FA† = σV(x0) ◦ τA†(x0) ,
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(3.1.12)′ τA†K
(x0) ◦ FA†K = σK(x0) ◦ τA†K (x0) .
La correspondance entre τAˆ(x0) et τAˆ(x0) est bijective graˆce au Z-isomorphisme
d’adjonction
HomV(x0)(Aˆ⊗V V(x0),V(x0)) ≃ HomV(Aˆ,V) ;
de meˆme le passage de τA†(x0) a` τAˆ(x0) est bijectif comme passage au comple´te´.
Au lieu de conside´rer x0 comme point de X0 a` valeur dans k
′ on peut
aussi le conside´rer comme point de Ank = Spec k[T ] a` valeur dans k
′, ou` T =
(T1, ..., Tn) : on va voir qu’alors τA†(x0) s’e´tend en un point de Teichmu¨ller de
V[T ]†. Notons R = V[T ], R† (resp. Rˆ) son comple´te´ faible (resp. son se´pare´
comple´te´) et I le noyau de la surjection canonique
µ : R† ։ A† .
On peut relever (de manie`re non unique) le Frobenius FA† de A
† en un endo-
morphisme FR† de R
† de la fac¸on suivante : il suffit de choisir des e´le´ments
FR†(Ti) de R
† tels que
FR†(Ti) ≡ T qi (mod π), FR†(Ti) ∈ µ−1(FA†(µ(Ti))) ,
choix qu’il est possible de faire car FA†(µ(Ti)) ≡ T qi ( mod (π, I)). On e´tend
ce choix d’e´le´ments FA†(µ(Ti)) en un endomorphisme FR† de la V-alge`bre R†











µ // // A†
commute ; en particulier on a FR†(I) ⊂ I.
Les morphismes FR† et FA† sont finis et fide`lements plats puisque leur re´duction
mod π le sont [Et 2, the´o 17] ; par changement de base de R† a` Rˆ applique´









µˆ // // Aˆ .
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Par conse´quent le k-morphisme compose´
k[T ]։ A0
s−→ k(x0)
correspondant au point x0 de Ank se rele`ve en un V-morphisme



















commute : τRˆ(x0) est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de x0 relati-
vement a` FRˆ. Le morphisme compose´
τR†(x0) : R
† →֒ Rˆ τRˆ(x0)−→ V(x0)
est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de x0 relativement a` FR† .
Lorsque k est un corps fini nous avons vu qu’il y a unicite´ des rele`vements
de Teichmu¨ller : dans ce cas il y a bijection entre les points de Teichmu¨ller
de A† relativement a` FA† et les points de Teichmu¨ller de R
† relati-
vement a` FR† qui se re´duisent mod π en des points de X0. Ainsi nous
avons prouve´ :
Proposition (3.1.13). Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, soit k →֒ k′ une ex-
tension finie de corps finis. Alors il y a une bijection entre les trois ensembles
suivants :
(i) l’ensemble des points x0 ∈ X0(k′)= {points de X0 a` valeur dans k′} ,
(ii) l’ensemble des points de Teichmu¨ller de A† ( resp de Aˆ) relativement a`
FA† (resp FAˆ) a` valeur dans V(k′) := W (k′)⊗W V ,
(iii) l’ensemble des points de Teichmu¨ller de R† (resp Rˆ) relativement a` FR†
(resp FRˆ) a` valeur dans V(k′) := W (k′)⊗W V qui se re´duisent mod π
en des points de X0 a` valeur dans k
′.
Supposons dore´navant jusqu’a` la fin de ce §3.1 que x0 ∈ |X0| est
un point ferme´ de X0. Alors les morphismes τAˆ(x0) et τA†(x0) (resp. τRˆ(x0)
et τR†(x0)) sont surjectifs car la re´duction de τA†(x0) mod π (resp.τR†(x0) mod π)
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est le morphisme surjectif s : A0 ։ k(x0) = A0/mx0 de de´part (resp. le mor-
phisme surjectif k[T ]։ k(x0)) [M-W, theo 3.2]. Donc V(x0) est un quotient
de Aˆ et V(x0) ≃ W (x0)[π], qui est un anneau de valuation discre`te, est une
extension finie e´tale de V de rang deg x0. Le noyau du morphisme surjectif
τAˆK (x0) := τAˆ(x0)⊗V K : AˆK → K(x0) = Frac(V(x0))
est ainsi un ide´al maximal qx de AˆK . Remarquons que le morphisme
τA†K






est aussi surjectif car τA†(x0) l’est ; cette surjectivite´ provient aussi du fait
que ϕ induit un isomorphisme [G-K 2, prop 1.5]
A†K/Ker τA†K
(x0)
∼−→ AˆK/Ker τAˆK (x0) .
En de´finissant l’application (encore appele´e rele`vement de Teichmu¨ller)
(3.1.14) TeichAˆK : Max A0 →Max AˆK
entre l’ensemble des ide´aux maximaux de A0 et ceux de AˆK par TeichAˆK (x0) ={Ker τAˆK (x0)} = {qx}, nous montrerons au §3.2 que TeichAˆK est une sec-
tion du morphisme de spe´cialisation [B 3,(0.2.2.1)], conside´re´ comme
une application
sp : Max AˆK → Max A0
entre l’espace sous-jacent a` Spm AˆK et l’ensemble des points ferme´s de
X0 = Spec A0 .
3.2. Morphismes de spe´cialisation et de re´duction
Avec les notations de 3.1 soient X = Spf Aˆ et XK = Spm AˆK . Nous
allons examiner de plus pre`s la description donne´e par Berthelot [B3, (0.2.2)]
de XK et du morphisme de spe´cialisation
sp : Spm AˆK → Spec A0 ,
vu ici comme une application entre les ensembles sous-jacents de points
ferme´s
sp : |Spec AˆK | = Max AˆK → |Spec A0| = Max A0,
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pour pouvoir montrer que TAˆK fournit une section de sp.
Soient x ∈ Spm AˆK correspondant a` l’ide´al maximal mx ⊂ AˆK , ◦mx =
j−1(mx) = mx∩Aˆ l’image inverse demx par l’injection canonique j : Aˆ →֒ AˆK
et Rx = Aˆ/
◦
mx : Rx s’identifie a` l’image canonique de Aˆ dans Kx = AˆK/mx
et le corps des fractions de Rx est Rx ⊗V K ≃ Kx ; on note jx : Rx →֒ Kx
l’injection obtenue par changement de base de Aˆ a` Rx. Berthelot montre que
la correspondance
x 7→ Rx = Aˆ/ ◦mx
est une bijection [B3, (0.2.2)] entre les points de XK et les quotients Rx de
Aˆ qui sont inte`gres finis et plats sur V.
La valuation discre`te de K s’e´tend de manie`re unique en une valuation
discre`te de Kx, dont l’anneau de valuation Vx est un V-module libre de rang
n = [Kx : K] et Vx est la fermeture inte´grale de V dans Kx [Se, chap II, §2,
prop 3]. On dispose ainsi d’une injection canonique
ix : Rx →֒ Vx
qui est finie ; par suite le morphisme
i#x := Spec (ix) : Spec (Vx)→ Spec (Rx)
est fini et surjectif, donc Rx n’a que deux ide´aux premiers (0) et mRx qui sont
distincts car l’ide´al maximal mRx est le seul ide´al premier de Rx au-dessus
de mV = πV [R, chap I, §1, prop 1] : en particulier on a πRx ⊂ mRx et
V s’injecte dans l’anneau hense´lien Rx [EGA IV , (18.5.10)] de dimension 1
[EGA II, (7.1.5)], Spec Rx = {(0),mRx}. Puisque Kx est aussi le corps des
fractions de Rx, Rx qui est fini et plat sur V est un sous-V-module libre de
Vx de rang n = [Kx : K] et l’anneau de valuation Vx domine l’anneau local
Rx, i.e. mRx = mVx ∩Rx .
Conside´rons le diagramme commutatif suivant dans lequel mVx est l’ide´al




ψ˜x // // k(Rx) = Rx/mRx = A0/msp(x) = Aˆ/msp(x)
  i˜x // k(Vx) = Vx/mVx
A0
































et ou` ψx, ix sont obtenus a` partir de ψx, ix par re´duction modulo π.
Les fle`ches horizontales compose´es du diagramme sont note´es
θx := id ◦ θx ,
◦
θx := ix ◦ ψx ,
◦
θx := ix ◦ ψx , θ˜x := i˜x ◦ ψ˜x ,
et les noyaux successifs















x (mRx) =: msp(x) ,




mx∩πAˆ = ρ( ◦mx) = ◦mx/π ◦mx [ ◦mx est 1ieret π /∈ ◦mx]
m˜x = K˜er θx →֒ Ker θ˜x = Ker ψ˜x = msp(x) = Rad (m˜x) .
Par le morphisme de spe´cialisation
sp : Max AˆK →Max Aˆ








Comme la surjection canonique
ρ : Aˆ։ A0 = Aˆ/π Aˆ
induit une bijection
ρ# : Max A0
∼→Max Aˆ ,
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on notera sp le compose´
sp : Max AˆK
sp−→Max Aˆ (ρ
#)−1−→ Max A0 ,
et l’image de mx par sp est l’ide´al maximal
msp(x) = ρ(msp(x)) .
3.2.1. Interpre´tation ge´ome´trique du morphisme de spe´cialisation








































x sont des immersions ferme´es et les fle`ches pr les pro-
jections canoniques.
L’image sche´matique de x = {mx} par j# n’est autre que l’image sche´matique
de Spec Kx par le morphisme dominant j
#
x , a` savoir
Spec (Aˆ/
◦
mx) = Spec Rx = {(0),mRx}
ψ#x−֒→ Spec Aˆ ,
et l’intersection de cette adhe´rence sche´matique de {mx} dans Spec Aˆ avec
la fibre spe´ciale Spec A0 consiste en un unique point ferme´ {mRx} (ou` mRx
est identifie´ a` msp(x) := ψ
−1
x (mRx) ou a` msp(x) = ρ(msp(x)) ) qui est la
spe´cialisation de {mx}. Cette intersection s’e´crivant aussi Spec(Rx/πRx), qui
est re´duite a` un seul point, l’anneau Rx := Rx/πRx est donc un anneau ar-
tinien local d’ide´al maximal mRx , image de mRx par la surjection canonique
Rx ։ Rx = Rx/πRx .
Au passage, comme mRx est nilpotent [Bour, A, chap 8, §6, no 4, cor du
the´o 3], remarquons que la topologie π-adique et la topologie mRx-adique
co¨ıncident sur l’anneau Rx, i.e. il existe un entier r ∈ N tel que
mrRx ⊂ πRx ⊂ mRx .
Comme l’adhe´rence de Zariski de { ◦mx} consiste en les ide´aux premiers A de
Aˆ tels que A ⊃ ◦mx on retrouve le fait que {msp(x)} est ≪une≫ spe´cialisation,
au sens classique du terme [EGA 0I , (2.1.1)], de { ◦mx}.
27
3.2.2. Lien entre Teichmu¨ller et spe´cialisation
Toujours avec les notations de 3.2, soit x0 un point ferme´ de Spec A0,
correspondant a` un ide´al maximal mx0 de A0 et a` un ide´al maximal qx0 de
Aˆ. On note x = TeichAˆK (x0) l’image de x0 par le rele`vement de Teichmu¨ller




−1(mx) = mx ∩ Aˆ.
Cette fois-ci Kx = K(x0) = AˆK/mx est une extension finie non ramifie´e
de K et on a θx = τAˆK (x0), ψx =
◦
θx = τAˆ(x0) : Aˆ ։ Vx = V(x0), ix est
un isomorphisme et Rx = Vx, qui est non ramifie´ sur V, admet π pour
uniformisante : l’ide´al < π,
◦
mx > de Aˆ engendre´ par π et
◦
mx est e´gal a` msp(x)
et l’anneau Rx = Rx/πRx est non seulement artinien local, c’est meˆme le
corps k(sp(x)) = Aˆ/msp(x) = A0/msp(x) qui est aussi le corps re´siduel k(Vx)
de Vx = V(x0). D’ou` msp(x) = qx0 et sp(x) = x0 ; ainsi
TeichAˆK : |Spec A0| :=Max A0 → |Spec AˆK | := Max AˆK
est une section du morphisme de spe´cialisation vu comme une application
entre ensembles de points ferme´s
sp : |Spec AˆK | = Max AˆK → |Spec A0| = Max A0 .
Dans notre situation d’un sche´ma affine et lisse sur V ceci rede´montre la
surjectivite´ du morphisme de spe´cialisation e´tablie par Berthelot [B3,
(1.1.5)].
3.2.3. Morphisme ≪α≫ de Tate et spe´cialisation
L’anneau local Rx e´tant domine´ par l’anneau de valuation Vx de Kx on
a i−1x (mVx) = mRx . Ainsi le morphisme ≪α≫ de Tate [Ta, theo 6.4] est le
morphisme







x (mRx) = msp(x) ;
c’est donc le morphisme de spe´cialisation
sp : Max AˆK →Max Aˆ , x 7→ {msp(x)}
de Berthelot [B3, (0.2.2)], dont on retrouve la surjectivite´ dans [Ta, theo 6.4].
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3.2.4. Morphisme ≪π≫ de Bosch-Gu¨ntzer-Remmert, morphisme de
re´duction et spe´cialisation
Pour un annneau B, on note Nilrad(B) (resp Rad(B)) le nilradical de
B (resp le radical de Jacobson de B), intersection des ide´aux premiers (resp


















= {f ∈ AˆK/ ∀ x ∈ Spm AˆK , |f(x)| < 1} .










= Rad Aˆ = π Aˆ .
De´monstration.
Comme A est normal noethe´rien on peut de´composer S = Spec A en la
somme finie de ses composantes connexes
∐
i∈J1,rK
Spec Ai ou` Ai est inte`gre








AˆiK = Aˆi ⊗V K est inte´gralement clos [Bour, AC V, §1, no 5, cor 1 de prop
16]. Puisqu’un ide´al maximal mx ⊂ AˆK est de la forme
mx = Aˆ1,K × ...× Aˆi−1,K ×mxi × Aˆi+1,K × ...× Aˆr,K




f(x) := f mod mx dans Kx := AˆK/mx ≃ Aˆi,K/mxi = Kxi
= fi mod mxi =: fi(xi) dans Kxi .
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Pour de´montrer la proposition on est donc ramene´ au cas Aˆ inte´gralement
clos. En se donnant une pre´sentation de la V-alge`bre A
Aˆ ≃ V{T1, ..., Tn}/A ,
on note ti l’image de Ti dans Aˆ ; la K-alge`bre de Tate AˆK s’e´crit
AˆK ≃ K{T1, ..., Tn}/AK ,
de sorte que
AˆK ≃ K{t1, ..., tn} .
D’apre`s Tate [Ta, remarques entre les lemmes 6.2 et 6.3 affirmant la validite´





est la fermeture inte´grale de V{t1, ..., tn} dans AˆK : or les injections e´videntes





















= {f ∈ AˆK/ ∀ x ∈ Spm AˆK , |f(x)| < 1}
= {f ∈ AˆK/ ∀ x ∈ Spm AˆK , f ∈ msp(x)}
= Rad Aˆ ,
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la dernie`re e´galite´ provenant de la surjectivite´ du morphisme de spe´cialisation
sp : Max AˆK →Max Aˆ , x 7→ {msp(x)} .
Or A0 e´tant un anneau de Jacobson [Bour, AC V, §3, no 4, de´f 1 et the´o 3]
on a
Nilrad(A0) = Rad A0 ,





= Rad Aˆ = π Aˆ . 
Si B est un anneau, J (B) de´signe l’ensemble des ide´aux de B et, pour
I ∈ J (B), Rad(I) := Nilrad(B/I) est le radical de I





Pour I ∈ J (AˆK) on note avec [B-G-R, 1.2.5]
◦




= I ∩ Aˆ ,
∨










Cette notation e´tend celle du de´but du §3.2 utilise´e pour mx ∈Max AˆK :
∨






Par analogie avec [B-G-R, 2.1.10, 7.1.5] nous de´finissons l’application de
re´duction re´d par
re´d : Spm AˆK −→ J (A0)
x = {mx} 7−→ re´d(x) := m˜x = ρ( ◦mx) = ρ(< π, ◦mx >) .
D’apre`s nos descriptions pre´ce´dentes des e´le´ments a` puissances borne´es




K˜x au sens de [B-G-R, 1.2.5, 2.1.10] de AˆK et Kx = AˆK/mx respectivement










= Aˆ/π Aˆ = A0 ,
K˜x := Vx/mVx =: k(Vx) ,
et la re´duction θ˜x au sens de [B-G-R, §6.3] du morphisme canonique
θx : AˆK ։ Kx = AˆK/mx
s’identifie au morphisme compose´
θ˜x : A0 = Aˆ/πAˆ
ψ˜x
։ k(Rx)
i˜x→֒ k(Vx) = Vx/mVx .
Le morphisme ≪π≫ de [B-G-R, §7.1.5] est le morphisme
≪π≫ : Spm AˆK −→ Max A0
x = {mx} 7−→ Ker θ˜x = Ker ψ˜x ;
or
Ker θ˜x = Ker ψ˜x = ρ(msp(x)) =: msp(x) ,
donc ce morphisme ≪π≫ de Bosch-Gu¨ntzer-Remmert [B-G-R] (qu’il
ne faut pas confondre avec notre uniformisante π) s’identifie au mor-
phisme de spe´cialisation
sp : Max AˆK →Max A0
dont on retrouve la surjectivite´ dans [B-G-R, §7.1.5, theo 4].
Nous allons comparer dans la proposition (3.2.4.2) ci-dessous les mor-
phismes re´d et ≪π≫ en donnant une CNS pour que m˜x soit maximal et de
ce fait co¨ıncide avec msp(x), i.e. on donnera une CNS pour que l’injection
canonique
m˜x = K˜er θx →֒ Ker θ˜x = Ker ψ˜x = msp(x)
soit un isomorphisme ; la proposition 1 de [B-G-R, §7.1.5] qui donne la condi-
tion suffisante n = [Kx : K] = 1 en est un cas particulier.
Dans le §3.2.2 sur le lien entre Teichmu¨ller et la spe´cialisation on a constate´






Kx est une extension alge´brique finie non ramifie´e de K ,
le corps re´siduel K˜x de Kx est un quotient de A0 .
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En fait ces deux proprie´te´s (i) et (ii) sont e´quivalentes comme nous allons le
voir aussi dans la proposition (3.2.4.2) ci-dessous.
Proposition (3.2.4.2). Soient A une V-alge`bre lisse, x ∈ XK = Spm AˆK ,
correspondant a` l’ide´al maximal mx ⊂ AˆK , Kx = AˆK/mx, ◦mx = mx ∩ Aˆ,
Rx = Aˆ/
◦
mx, mRx l’ide´al maximal de Rx, Vx l’anneau de valuation de Kx,
K˜x := Vx/mVx =: k(Vx) le corps re´siduel de Vx, msp(x) := ρ(msp(x)),
m˜x = ρ(
◦
mx) = ρ(< π,
◦
mx >). Alors on a :
1) msp(x) = Rad (m˜x).
2) Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) m˜x = msp(x), i.e. re´d(x) = sp(x), i.e. K˜er θx ≃ Ker θ˜x .
(i)′ m˜x = Rad (m˜x).
(ii) < π,
◦
mx >= msp(x), i.e. < π,
◦
mx > est e´gal a` son radical.
(iii) m˜x est un ide´al maximal.
(iii)′ < π,
◦
mx > est un ide´al maximal.
(iv) m˜x est un ide´al premier.
(iv)′ < π,
◦
mx > est un ide´al premier.
(v) Rx/πRx = A0/m˜x est un corps, i.e. π engendre l
′ide´al maximal de Rx .
(v)′ Rx/πRx = A0/m˜x est un anneau inte`gre.
(v)′′ Rx/πRx = A0/m˜x est un anneau re´duit.
(vi) L′adhe´rence sche´matique de x dans SpecAˆ intersecte la fibre spe´ciale
Spec A0 selon un sche´ma inte`gre.
(vi)′ L′adhe´rence sche´matique de x dans SpecAˆ intersecte la fibre spe´ciale
Spec A0 selon un sche´ma re´duit.
(vii) Kx est une extension alge´brique finie non ramifie´e de K et le corps
re´siduel K˜x de Kx est un quotient de A0 .
(vii)′ Kx est une extension alge´brique finie non ramifie´e de K et la
re´duction K˜x de Kx est le corps re´siduel d
′un point ferme´ de la
re´duction X0 = SpecA0 de XK = SpmAˆK .
(viii) Vx est une extension non ramifie´e de V et c′est un quotient de Aˆ.
(viii)′ Vx est une extension non ramifie´e de V et k(Rx) = k(Vx).
(ix) Rx est un anneau de valuation discre`te avec π pour uniformisante.
(ix)′ Rx est une extension non ramifie´e de V.
(ix)′′ Rx est une extension finie e´tale de V.
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De´monstration.
1) Puisque πRx ⊂ mRx on a < π,
◦
mx > ⊂ msp(x), d’ou`
m˜x = ρ(
◦
mx) = ρ(< π,
◦
mx >) ⊂ msp(x) := ρ(msp(x)) ;
or il re´sulte de l’e´galite´ Spec Rx = {(0),mRx} que msp(x) est le seul ide´al
premier de Aˆ contenant < π,
◦
mx >, d’ou` l’e´galite´
msp(x) = Rad (< π,
◦
mx >)
graˆce a` [B-G-R, 7.1.3, prop 1], et par suite
msp(x) = Rad (m˜x) .
2) L’e´quivalence de (i) et (i)′ re´sulte du 1) et celle de (i) et (ii) est tau-
tologique.
Dire que m˜x = ρ(
◦
mx) = ρ(< π,
◦
mx >) est premier (resp maximal)
e´quivaut a` dire que < π,
◦
mx > est premier (resp maximal), i.e. l’anneau
artinien local Rx/πRx = A0/m˜x = Aˆ/ < π,
◦
mx > est inte`gre (resp un corps) ;
d’ou` l’e´quivalence de (iii), (iii)′, (iv), (iv)′, (v), (v)′.
L’ide´al maximal mRx de l’anneau artinien local Rx = Rx/πRx est l’en-
semble des e´le´ments nilpotents de Rx [Bour, A, chap 8, §6, no 4, cor du the´o
3] ; d’ou` l’e´quivalence de (v), (v)′′.
L’assertion (v) qui e´quivaut a` dire que π engendre l’ide´al maximal mRx





mx >= msp(x) ; d’ou` l’e´quivalence de (ii) et (v).
Graˆce a` l’interpre´tation ge´ome´trique de la spe´cialisation vue ci-dessus l’in-
tersection de l’adhe´rence sche´matique de x dans SpecAˆ avec la fibre spe´ciale
SpecA0 est le sche´ma artinien local SpecRx/πRx ; d’ou` l’e´quivalence de (v)
′′
et (vi)′ et celle de (v)′ et (vi).
Montrons (ii) =⇒ (vii). D’apre`s (ii) l’ide´al maximal de Rx est engendre´
par π, donc l’anneau local noethe´rien inte`gre Rx est un anneau de valuation
discre`te [Se, chap 1, §2, prop 2]. Comme Kx est le corps des fractions de Rx,
il en re´sulte que Rx = Vx [Bour,, AC, VI, §1, no 2, the´o 1] ; et du fait que
le corps re´siduel k(sp(x)) = Rx/mRx de Rx est un quotient de A0, celui de
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Vx en est un aussi. De plus on sait [B3, (0.2.2) ] ou [B-G-R, §6.1.2, cor 3
du theo 1] que Kx est une extension alge´brique finie de K, et on vient de
voir qu’elle est non ramifie´e puisque π est une uniformisante de Vx. D’ou` (vii).
Re´ciproquement montrons que (vii) =⇒ (ii). D’apre`s (vii) le corps re´siduel
k(Vx) = Vx/πVx de Vx est un quotient de A0 ; par conse´quent le morphisme
ix : Rx/πRx → Vx/πVx
est une surjection entre deux k-espaces vectoriels de meˆme dimension n =
[Kx : K], donc c’est un isomorphisme. Par suite [EGA 0I , (6.6.21)]
ix : Rx →֒ Vx
est un isomorphisme ; donc π engendre mRx , d’ou` (ii).
L’e´quivalence de (vii) et (vii)′ est tautologique.
Clairement (viii) =⇒ (vii). Re´ciproquement supposons (vii) ; alors Vx est
non ramifie´ sur V. Or on a vu ci-dessus dans la de´monstration de l’e´quivalence
de (ii) et (vii) que la proprie´te´ (vii) implique que
ix : Rx →֒ Vx
est un isomorphisme, donc Vx est un quotient de Aˆ au meˆme titre que
Rx = Aˆ/
◦
mx ; d’ou` (viii).
Montrons (viii) =⇒ (viii)′. Comme Vx est un quotient de Aˆ, l’injection
i˜x : k(Rx) →֒ k(Vx)
est une surjection, donc c’est un isomorphisme.
Re´ciproquement montrons que (viii)′ =⇒ (viii). Puisque Vx est une ex-
tension non ramifie´e de V, l’injection ix : Rx →֒ Vx est non ramifie´e [EGA
IV, (17.3.3)(v)], et comme i˜x est bijective par hypothe`se, l’injection
ix : Rx →֒ Vx
est surjective [SGA1, I, cor 7.5], d’ou` (viii).
L’e´quivalence de (viii) et (ix) provient du fait que Vx est un anneau de
valuation qui domine l’anneau local inte`gre Rx en ayant meˆme corps des
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fractions.
L’e´quivalence de (ix) et (ix)′ provient de [EGA IV, (17.4.1)d′′)] et [Se,
chap I, §2, prop 2] et celle de (ix)′ et (ix)′′ est claire. 
Comme nous allons le voir ci-dessous les points x qui ve´rifient les pro-
prie´te´s e´quivalentes de (3.2.4.2)2) sont les points a` bonne re´duction au sens
suivant :
De´finition (3.2.4.3). Soit A une V-alge`bre lisse, XK := Spm AˆK et x ∈ XK
correspondant a` un morphisme AˆK ։ Kx := AˆK/mx. On dit que x a bonne
re´duction si et seulement si il existe une V-alge`bre lisse R qui est un quotient
de Aˆ et un K-isomorphisme RK := R⊗V K ≃ Kx.
Proposition (3.2.4.4). Avec les notations pre´ce´dentes on a :
(i) Si x ∈ XK a bonne re´duction, alors :
Il existe un V-isomorphisme R ≃ Rx := Aˆ/ ◦mx,
Rx est une V-alge`bre inte`gre finie e´tale,
sp(x) = re´d(x).
(ii) Re´ciproquement, si sp(x) = re´d(x) alors x a bonne re´duction.
De´monstration.
(i) Supposons que x ∈ XK a bonne re´duction et choisissons une pre´sentation
R ≃ V[X1, ..., Xm]/J de la V-alge`bre lisse R. Comme R est plate sur V, elle
s’injecte dans RK ≃ Kx, donc R est inte`gre ; de plus R e´tant normal [EGA
IV, (17.5.7)] il en re´sulte que R est inte´gralement clos de corps des fractions
la K-alge`bre finie Kx. Notons xi ∈ R →֒ Kx l’image de Xi dans R : xi est
entier sur K, donc il existe un entier ri ∈ N et des e´le´ments λi,j ∈ K pour







En multipliant par une puissance ad hoc de π il existe pour tout i un entier
di ∈ N tel que les λi,jπdi , j ∈ J0, riK, soient des e´le´ments de V premiers
entre eux. Si λi,0π
di =: µi,0 e´tait le seul des λi,jπ
di , j ∈ J0, riK, a` ne pas eˆtre
multiple de π, en re´duisant modulo π on aurait µi,0 = 0, ce qui est absurde.
Donc au moins un des λi,jπ
di , j ∈ J1, riK, est inversible : en re´duisant modulo
π l’e´quation ⋆ on en de´duit que xi := xi mod π est entier sur k. En faisant
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cela pour chaque i il en re´sulte que la k-alge`bre de type fini R/πR est entie`re,
donc elle est finie. Or RK ≃ Kx est fini sur K, donc R est quasi-fini sur V
[R, chap IV, prop 3]. En notant B la fermeture inte´grale de V dans R on
sait alors par Raynaud [R, chap IV, cor 2 du the´o 1] que Spec R →֒ Spec B
est une immersion ouverte. Puisque R est inte´gralement clos de corps des
fractions Kx, B est aussi la fermeture inte´grale de V dans Kx, donc B est
un anneau de valuation discre`te [Se, chap II, §2, prop 3], c’est l’anneau de
valuation B = Vx de Kx et c’est aussi une V-alge`bre finie [loc cit].
Le morphisme compose´
Spec R/πR →֒ Spec B/πB → Spec k
e´tant fini e´tale, l’immersion ouverte
Spec R/πR →֒ Spec B/πB
est finie, c’est donc une immersion ferme´e ; par suite R/πR est un quotient
de l’alge`bre locale B/πB [Bour, A I, §8, prop 5 d)] et c’est aussi un anneau
local [loc cit]. De plus le morphisme fini Spec B → Spec V envoie le point
ferme´ {mB} = {πBB} sur le point ferme´ {mV} = {πV}, i.e. mB ∩ V = mV ,
d’ou` π ∈ mV , ce qui fournit une e´galite´ entre ide´aux de B, < π >=< πeB >
pour un certain entier e ∈ N. Ainsi B/πB = B/πeBB est artinien local, donc
R/πR est e´galement artinien local. En particulier l’immersion ouverte
Spec R/πR = {P} →֒ Spec B/πB = {P′}
est surjective, c’est donc un isomorphisme, d’ou` un isomorphisme :
⋆⋆ B/πB
∼→ R/πR.
Or R, muni de la topologie π-adique, est un sous-espace topologique de l’es-
pace topologique Kx qui est se´pare´ (et complet) pour la topologie π-adique,
donc R est se´pare´ pour la topologie π-adique. De plus, comme R est plat
sur V et que B est se´pare´ et complet pour la topologie π-adique en tant que
V-alge`bre finie, l’isomorphisme ⋆⋆ nous permet de conclure que l’injection
B →֒ R
est un isomorphisme [EGA 0I , (6.6.21)]. En particulier R est un anneau de
valuation discre`te et une V-alge`bre finie e´tale : ainsi π est une uniformisante
de R. Comme la fle`che compose´e
Aˆ։ Rx →֒ B = R = Vx
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est surjective, on obtient l’isomorphisme
Rx
∼→ Vx ;
d’ou` sp(x) = re´d(x) d’apre`s (3.2.4.2)(ix)′, ce qui de´montre (i).
(ii) Re´ciproquement si sp(x) = re´d(x), alors Rx est un anneau de valua-
tion discre`te fini e´tale sur V d’apre`s (3.2.4.2)(ix)′′, donc x a bonne re´duction.

Proposition (3.2.4.5). Sous les hypothe`ses et notations de (3.2.4.2) les pro-
prie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Rx = Vx.
(i)′ Vx est un quotient de Aˆ.
(ii) Rx est un anneau de valuation discre`te.
(iii) L′injection ix : Rx →֒ Vx est non ramifie´e et k(Rx) = k(Vx).
(iv) Le morphisme i#x : Spec Vx → Spec Rx est non ramifie´ et radiciel.
De´monstration. L’e´quivalence de (i) et (i)′ est claire et celle de (i) et (iii)
re´sulte de [SGA1, I, cor 7.5]. L’e´quivalence de (i) et (ii) provient du fait
que Vx est un anneau de valuation qui domine l’anneau local inte`gre Rx et
a meˆme corps des fractions que lui. L’e´quivalence de (iii) et (iv) re´sulte de
[EGA 0IV , (23.2.2)] puisque k est un corps parfait. 
Corollaire (3.2.4.6). Sous les hypothe`ses et notations de (3.2.4.2) soit
x0 ∈ |Spec A0| un point ferme´ de Spec A0. Alors les proprie´te´s suivantes
sont e´quivalentes :
(i) x ∈ re´d−1(x0) := {x ∈ XK/re´d(x) = x0}.
(ii) Rx est un anneau de valuation discre`te d
′uniformisante π et
k(Rx) = k(x0).
(iii) Rx est non ramifie´ sur V et k(Rx) = k(x0).
(iv) Vx est non ramifie´ sur V et k(Vx) = k(x0).
(v) Kx est non ramifie´ sur K et K˜x = k(x0).
De´monstration. Re´sulte de (3.2.4.2) et (3.2.4.5). 
Description des tubes via des morphismes
Proposition (3.2.4.7). Sous les hypothe`ses et notations de (3.2.4.2) soit
x0 ∈ |Spec A0| un point ferme´ de Spec A0. Alors
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(i) re´d−1(x0) s’identifie a` l’ensemble (non vide) des rele`vements (ne´ces
sairement surjectifs) Aˆ ։ V(x0) du morphisme A0 ։ k(x0) donne´
avec x0 ;
(ii) En particulier sp : Max AˆK →Max A0 est surjectif.
(iii) Parmi ces rele`vements du (i) il en existe un et un seul qui commute
aux Frobenius, c’est le rele`vement de Teichmu¨ller :
TeichAˆK (x0) ∈ re´d−1(x0) ⊂ ]x0[:= sp−1(x0)
re´d (TeichAˆK (x0)) = sp (TeichAˆK (x0)) = x0 .
De´monstration. Si x ∈ re´d−1(x0), alors Aˆ ։ Rx est un rele`vement de
A0 ։ k(x0) et il existe un unique V-isomorphisme Rx ≃ V(x0) relevant
l’identite´ de k(x0) [EGA IV, (18.3.2)]. Re´ciproquement la lissite´ formelle de
Aˆ sur V nous assure de l’existence de tels rele`vements Aˆ ։ V(x0) du mor-
phisme A0 ։ k(x0) ; alors l’image Rx de Aˆ dans V(x0) est un anneau de
valuation discre`te d’uniformisante π et k(Rx) = k(x0), donc x ∈ re´d−1(x0)
d’apre`s (3.2.4.6).
Le reste de la proposition est clair car x = TeichAˆK (x0) ve´rifie les proprie´te´s
de (3.2.4.6) (cf aussi 3.2.2). 
Pour x0 ∈ |Spec A0| un point ferme´ de Spec A0, nous allons donner une
description du tube ]x0[:= sp
−1(x0) qui fournira encore la surjectivite´ de sp
en exhibant des ante´ce´dents de sp en dehors de re´d−1(x0).
Soit donc x0 ∈ |Spec A0|. Si x ∈]x0[, on a vu que Rx = Aˆ/ ◦mx est une
V-alge`bre inte`gre finie et plate (ce qui implique que Rx est local et Spec Rx =
{(0),mRx}) a` corps re´siduel Rx/mRx = k(x0).
Inversement, soit V ′ une V-alge`bre inte`gre finie et plate, donc locale, de corps
re´siduel k(x0). Notons que sur V ′ les topologies π-adiques et mV ′ co¨ıncident
puisque l’ide´al maximal de l’anneau local artinien V ′/πV ′ est nilpotent. Par
lissite´ formelle de Aˆ sur V, il existe (au moins) un morphisme Aˆ→ V ′ rendant
commutatif le diagramme






L’image R′ de Aˆ dans V ′ est elle aussi une V-alge`bre inte`gre finie et plate,
donc locale : de plus le corps re´siduel k(R′) = R′/mR′ est isomorphe a` k(x0) =
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V ′/mV ′ car dans le diagramme commutatif
A0 // // R
′/mR′
  // k(x0) = V ′/mV ′













la fle`che compose´e horizontale du haut est surjective par hypothe`se. Ainsi on
a prouve´ :
Proposition (3.2.4.8). Sous les hypothe`ses et notations de (3.2.4.2) soit
x0 ∈ |Spec A0| un point ferme´ de Spec A0. Alors :
]x0[= sp
−1(x0) s’identifie a` l’ensemble (non vide) des morphismes
Aˆ→ V ′ qui factorisent la surjection Aˆ։ k(x0) donne´e avec x0,
ou` V ′ parcourt l’ensemble des V-alge`bres inte`gres finies et plates a` corps
re´siduel k(x0).
L’e´tude de la boule unite´ ferme´e de la droite affine rigide que nous allons
entreprendre au §3.3 nous fournira ensuite au §3.4 des exemples explicites de
points
x ∈]x0[ \ re´d−1(x0)
qui sont dans le tube de x0 sans eˆtre dans re´d
−1(x0).
Description des tubes via des e´quations
Soit x0 ∈ |Spec A0| un point ferme´ de Spec A0, x = TeichAˆK (x0) et
f1, ..., fr des ge´ne´rateurs de l’ide´al (de type fini)
◦
mx de Aˆ. Puisque
mx0 = msp(x) = ρ(
◦
mx)
on a la description suivante du tube ]x0[:= sp
−1(x0) de x0 [B3, (1.1.1)] :
]x0[= {z ∈ XK/∀i = 1, ..., , r, |fi(z)| < 1} .
Pour z = x = TeichAˆK (x0) on a fi(x) := fi mod
◦
mx = 0 ; donc non seulement
on a prouve´ que
x = TeichAˆK (x0) ∈]x0[= {z ∈ XK/∀i = 1, ..., , r, |fi(z)| < 1} ,
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ce qui est vrai pour toute section de sp, mais meˆme que x = TeichAˆK (x0) est
≪au centre≫ du tube de ]x0[, i.e. que
∀i = 1, ..., r fi(x) = 0 .
Plus ge´ne´ralement, cette proprie´te´ s’e´tend a` tous les y ∈ re´d−1(x0) a` condi-
tion de changer de ge´ne´rateurs pour
◦
my : en effet, pour g1, ..., gs des ge´ne´rateurs
de
◦
my, on a :
]x0[= {z ∈ XK/∀i = 1, ..., , r, |fi(z)| < 1} = {z ∈ XK/∀j = 1, ..., , s, |gj(z)| < 1}
et
∀j = 1, ..., s, gj(y) := gj mod ◦my = 0 .
On peut formaliser cette constatation dans la proposition suivante :
Proposition (3.2.4.9). Sous les hypothe`ses et notations de (3.2.4.2) soit x0 ∈
|Spec A0| un point ferme´ de Spec A0. Alors
re´d−1(x0) = {x ∈ XK/∃Jx ⊂ N fini, ∀i ∈ Jx ∃fi ∈ Aˆ, tel que
x0 = V (f i, i ∈ Jx) ou` f i := fi mod πAˆ
et x ∈ V (fi, i ∈ Jx)} .
De´monstration. En notant E l’ensemble second membre dans l’e´galite´ ci-
dessus, on a de´ja` prouve´ que re´d−1(x0) ⊂ E . Re´ciproquement, soit x ∈ E .
Les f i, i ∈ Jx, forment par hypothe`se un syste`me de ge´ne´rateurs de l’ide´al
mx0 de A0 tels que fi(x) := fi mod
◦
mx = 0 donc, pour tout i ∈ Jx, fi ∈ ◦mx
et x ∈]x0[= {z ∈ XK/∀i ∈ Jx, |fi(x)| < 1}. En particulier sp(x) = x0 et
mx0 ⊂ ρ(
◦
mx) =: m˜x ;
comme on a toujours l’inclusion
m˜x = ρ(
◦
mx) ⊂ msp(x) = mx0
on a l’e´galite´ m˜x = mx0 , i.e. re´d(x) = x0 . 
De manie`re image´e on peut dire que les x ∈ re´d−1(x0) sont ≪au centre≫ du
tube ]x0[, au sens ou`, pour un choix judicieux de ge´ne´rateurs fi de mx, on a
fi(x) = 0, alors que
]x0[= {z ∈ XK/∀i = 1, ..., r, |fi(z)| < 1} .
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3.3. Spm K{T} : la boule unite´ de la droite affine rigide
3.3.1. Les points de Spm K{T}
Rappelons pour me´moire le lemme e´vident suivant :
Lemme (3.3.1.1). Les e´le´ments inversibles de V{T} sont les e´le´ments de
V{T}∗ = U + πV{T}
ou` U = V \ πV est l’ensemble des e´le´ments inversibles de V.
Nous avons vu [B3, (0.2.2)] que les points de Spm K{T} sont en bijection
avec les quotients V{T}/I qui sont des V-alge`bres inte`gres finies et plates.
Par exemple, soit P (T ) ∈ V[T ] un polynoˆme unitaire irre´ductible dans V[T ]
et posons I = P (T )V{T}, I˜ = P (T )V[T ] ; par factorialite´ de V[T ], I˜ est
premier et la fle`che naturelle
R˜ := V[T ]/I˜ ∼−→ V{T}/I := R
est un isomorphisme de V-alge`bres finies inte`gres ; et puisque P (T ) est uni-
taire, R˜ est plate sur V [Mi, chap I, Rk 2.6 a)], donc R correspond a` un point
de Spm V{T}. Nous allons montrer ci-dessous qu’en fait tous les points de
Spm K{T} sont de cette forme.
Conside´rons en effet un ide´al I ⊂ V{T} tel que V{T}/I soit une V-
alge`bre inte`gre finie et plate. ; notons I l’image canonique de I dans k[T ].
Par platitude de V{T}/I sur V, on a TorV1 (V{T}/I, V/πV) = 0, donc on a
un isomorphisme
I ⊗V k = I/πI ∼→ I ⊂ k[T ],
ce qui permet d’identifier I/πI a` son image I dans k[T ] qui est un ide´al
principal : on choisit pour ge´ne´rateur de l’ide´al I le ge´ne´rateur unitaire f =∑i=d
i=0 aiT
i, ai ∈ k, ad = 1. Via Nakayama, puisque Rad(V{T}) = π V{T}
[(3.2.4.1)(ii)], que I est de type fini (par noethe´rianite´ de V{T} [Sal] ) et
que I est principal engendre´ par f , I est lui aussi principal, engendre´ par un
g ∈ I ⊂ V{T} relevant f . On e´crit g(T ) = πrh(T ), ou` r ∈ N et la norme
de Gauß ||h|| de h est e´gale a` 1 ([B-G-R, §1.4.1] si h(T ) = ∑+∞i=0 αiT i ∈
V{T}, limi→∞ αi = 0, ||h|| := max|αi|), et puisque f 6= 0 on a r = 0. Alors
[B-G-R, 5.2.1, def 1] g(T ) = h(T ) est T -distingue´ d’un certain degre´ note´
s ; par le the´ore`me de pre´paration de Weierstraß [B-G-R, 5.2.2, theo 1] il
existe un unique e´le´ment inversible e(T ) ∈ K{T} et un unique polynoˆme
unitaire ω(T ) ∈ V[T ] de degre´ s tels que g(T ) = e(T )ω(T ). Puisque ||ω|| =
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1 et 1 = ||g|| = ||e|| × ||ω|| [B-G-R, 5.1.2, prop 1] on a ||e|| = 1 et en
fait e(T ) ∈ V{T} : si e′(T ) est un inverse de e(T ) dans K{T} l’e´galite´
e(T )× e′(T ) = 1 fournit ||e|| × ||e′|| = ||e′|| = 1, donc e′(T ) ∈ V{T} et e(T )
est inversible dans V{T}. Par le lemme (3.3.1.1) l’e´le´ment e(T ) est de la forme
e(T ) = u+πTv(T ) avec u ∈ V\πV et v(T ) ∈ V{T} ; or la re´ductionmod π de
g est le polynoˆme unitaire f , donc e(T ) mod π = 1 et f(T ) = ω(T ) mod π :
en particulier s = d et par la factorialite´ de V{T} [Sal] ω(T ) est irre´ductible
dans V{T}. Or les ge´ne´rateurs de l’ide´al principal I = ω(T )V{T} sont tous
de la forme e1(T )×ω(T ) ou` e1(T ) est inversible dans V{T} donc de la forme
e1(T ) = u1(1 + πv1(T )) avec u1 ∈ V \ πV, v1(T ) ∈ V{T} ; par suite
ω(T ) est l’unique ge´ne´rateur irre´ductible dans V{T} de I qui soit
un polynoˆme unitaire de degre´ d=degre´ de f , relevant f , ou` f
est l’unique ge´ne´rateur unitaire de I = I mod π : ω(T ) est meˆme
irre´ductible dans V[T ] d’apre`s le lemme suivant :
Lemme (3.3.1.2). Soit ω(T ) ∈ V[T ], unitaire. Les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes :
(i) ω(T ) est irre´ductible dans V[T ].
(ii) ω(T ) est irre´ductible dans K[T ].
(iii) ω(T ) est irre´ductible dans V{T}.
De´monstration.
L’e´quivalence de (i) et (ii) est classique puisque les coefficients de ω(T ) sont
premiers entre eux.
Montrons l’e´quivalence (i) ⇐⇒ (iii). Soit I = ω(T )V{T}, I˜ = ω(T )V[T ] ;
puisque ω(T ) est unitaire la fle`che naturelle
⋆ R˜ := V[T ]/I˜ ∼−→ V{T}/I := R
est un isomorphisme. Or la factorialite´ de V[T ] fournit l’e´quivalence
ω(T ) irre´ductible dans V[T ] ⇐⇒ I˜ est premier ;
de meˆme la factorialite´ de V{T} [Sal] fournit l’e´quivalence
ω(T ) irre´ductible dans V{T} ⇐⇒ I est premier .
D’ou` l’e´quivalence du lemme graˆce a` l’isomorphisme ⋆ ci-dessus. 
Ainsi on a prouve´ :
Proposition (3.3.1.3). Les points de Spm K{T} sont en bijection avec les
polynoˆmes unitaires irre´ductibles de V[T ].
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Rappelons le the´ore`me suivant de Robert :
The´ore`me (3.3.1.4) [Ro, chap 6, §2.2, theo 2]. Tout S(T ) ∈ K{T}
s’e´crit de manie`re unique sous la forme
S(T ) = πr × u× (1 + πv(T ))× ω1(T )× ω2(T )
ou`
(i) r ∈ Z, u ∈ V∗ = V \ πV, v(T ) ∈ V{T} ,
(ii) ω1(T ) ∈ V[T ], unitaire, |ω1(0)| = 1 ,
(iii) ω2(T ) ∈ V[T ], unitaire, de degre´ µ, ω2(T ) ≡ T µ mod π .
On en de´duit le corollaire suivant :
Corollaire (3.3.1.5).
(i) Les e´le´ments inversibles de K{T} sont les e´le´ments de la forme
S(T ) = πr × u× (1 + πv(T ))
ou`
r ∈ Z, u ∈ V∗ = V \ πV, v(T ) ∈ V{T} .
(ii) Aux inversibles pre`s, les irre´ductibles de K{T} sont les polynoˆmes
ω(T ) ∈ V[T ], unitaires et irre´ductibles dans V[T ].
(iii) Aux inversibles pre`s, les irre´ductibles de V{T} sont de deux sortes :
l’e´le´ment π et les polynoˆmes ω(T ) ∈ V[T ], unitaires et irre´ductibles
dans V[T ].
De´monstration. Les polynoˆmes unitaires irre´ductibles sont de degre´ supe´rieur
ou e´gal a` un et π est irre´ductible dans V{T}, car le quotient V{T}/πV{T} =
k[T ] est inte`gre. 
Ce qui permet de donner une autre description des points de Spm K{T} :
Corollaire (3.3.1.6). Les points de Spm K{T} sont en bijection avec un
syste`me de repre´sentants des e´le´ments irre´ductibles de K{T}.
3.3.2. Spe´cialisation, (bonne) re´duction et Teichmu¨ller dans Spm K{T}
Soit f(T ) ∈ V[T ], unitaire et irre´ductible dans V[T ], qu’on identifiera
dans la suite a` un point x ∈ Spm K{T} ; par le lemme de Hensel [Bour, AC
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III, §4, no 3, the´o 1] son image canonique f(T ) ∈ k[T ] dans k[T ] n’a qu’un





i , ai ∈ k , ar = 1 ; f(T ) = g(T )e pour e ∈ N∗ .






appele´ rele`vement de Teichmu¨ller de g ; puisque g est irre´ductible, Teich(g)
est irre´ductible, de meˆme que tout rele`vement g ∈ V[T ] de g. En vertu de la
commutativite´ du diagramme (3.1.4) on a
(3.3.2.1) TeichK{T}(gk[T ]) = Teich(g)K{T} .
On donne l’interpre´tation de la spe´cialisation, de la re´duction et du rele`vement
de Teichmu¨ller en termes de polynoˆmes dans la proposition e´vidente sui-
vante :
Proposition (3.3.2.2). Sous les hypothe`ses et notations 3.3.2 pre´ce´dentes
on a :
(i) mx = fK{T}, ◦mx = fV{T} ,
mRx est engendre´ par la classe de π et g dans Rx pour tout
rele`vement g de g,
msp(x) = πV{T}+ gV{T} = πV{T}+ Teich(g)V{T} ,
msp(x) = gk[T ], m˜x = fk[T ],
(ii) sp(f) = g ,
(iii) re´d(f) = f ,
(iv) sp(f) = re´d(f) = f ( i.e. f a bonne re´duction) ⇐⇒ f est irre´ductible,
(v) TeichK{T}(g) = Teich(g) ,
(vi) sp(Teich(g)) = re´d(Teich(g)) = g ,
(vii) deg(f) = e× deg(g) ; lorsque Rx = Vx, e est l’indice de ramification de
Vx sur V et deg(g) est le degre´ re´siduel de Kx sur K .
Ce qui, pour les tubes, fournit le the´ore`me :
The´ore`me (3.3.2.3). Soit x0 ∈ Max k[T ] ; on note mx0 = g(T )k[T ] l’ide´al
maximal correspondant ou` g(T ) est le ge´ne´rateur unitaire irre´ductible de mx0.
Alors on a :
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(i) re´d−1(x0) = {f ∈ V[T ]/ f unitaire tel que f = g} .
(ii) ]x0[:= sp
−1(g) = {f ∈ V[T ]/ f unitaire irre´ductible, ∃e ∈ N, f = ge} .
(iii) ]x0[\re´d−1(x0) = {f ∈ V[T ]/ f unitaire irre´ductible, ∃e ∈ N>2, f = ge} .
(iv) Teich(g) ∈ re´d−1(x0) .
(v) f ∈]x0[\re´d−1(x0) si g(T ) = T, f polynoˆme d’Eisenstein, f = ge, e > 2.
3.4. Exemples
Les exemples que nous allons traiter se rapportent aux points de SpmK{T}
pour diffe´rents corps K, extensions finies de Qp : comme dans le §3.3 nous
identifierons les points de Spm K{T} ou Max k[T ] = Spm k[T ] aux po-
lynoˆmes unitaires irre´ductibles auxquels ils correspondent. Nous utiliserons
aussi les notations du §3.2, Rx,Vx avec pour corps re´siduels k(Rx), k(Vx) et
corps des fractions Kx, etc...
Pour illustrer la diversite´ des situations nous allons exhiber tour a` tour des
exemples dans lesquels Rx est un anneau de valuation discre`te ramifie´ ou
non sur V, des cas ou` Rx n’est pas un anneau de valuation discre`te avec Vx
ramifie´ ou non sur V ou totalement ramifie´ sur V, en donnant des points dans
re´d−1(x0) et dans ]x0[\re´d−1(x0).
3.4.1. 1er cas : Rx anneau de valuation discre`te non ramifie´ sur V
1© Rx = Vx = Z3 = Z3[T ]/(T ).
Ici K = Q3, x0 = T ∈ F3[T ], k(x0) = F3 et x = T ∈ re´d−1(x0).
2© Rx = Vx = Z3[√2].
Ici K = Q3, K(Rx) = K(Vx) = Q3[
√
2].
Rx = Z3[T ]/(T 2 − 2) est non ramifie´ de degre´ deux sur Z3.
x0 = T
2 − 2 ∈ F3[T ].
k(x0) = F9 = F3[T ]/(T 2 − 2) = F3[T ]/(T 2 + 1) = k(Rx).
x = T 2 − 2 ∈ re´d−1(x0), y = T 2 + 1 = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension non ramifie´e de degre´ 2 de K = Q3.
k(Rx) = F9 = k(Vx).
3.4.2. 2e cas : Rx anneau de valuation discre`te ramifie´ sur V
1© Rx = Vx = Z2[i].
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Ici K = Q2, K(Rx) = K(Vx) = Q2[i].
Rx = Z2[T ]/(T 2 + 1) = Z2[Y ]/((Y − 1)2 + 1) = Z2[Y ]/((Y 2 − 2Y + 2)
est un anneau de valuation discre`te totalement ramifie´ de degre´ deux
sur Z2, car Y 2 − 2Y + 2 est un polynoˆme d’Eisenstein.
mRx est engendre´ par la classe de T + 1.
x0 = T + 1 ∈ F2[T ].
k(x0) = F2 = F2[T ]/(T + 1) = Z2[T ]/(T 2 + 1, T + 1) = k(Rx).
x = T 2 + 1 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T + 1 = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0), z =
T + 3 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension totalement ramifie´e de degre´ 2 de
K = Q2.
k(Rx) = F2 = k(Vx).
2© Rx = Vx = Z3[√2,√3].




















2 − √3) = T 4 − 10T 2 + 1 ≡ (T 2 +
1)2 mod 3, car on ve´rifie que chacune des quatre racines de P est
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3] = Z3[T ]/(T 4 − 10T 2 + 1).
mRx est engendre´ par la classe de T
2 + 1.
x0 = T
2 + 1 ∈ F3[T ].
k(x0) = F9 = F3[T ]/(T 2+1) = Z3[T ]/(T 4− 10T 2+1, T 2+1) = k(Rx).
x = T 4 − 10T 2 + 1 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T 2 + 1 = Teich(x0) ∈
re´d−1(x0), z = T
2 + 3T + 1 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3, d’in-
dice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2 : remarquons que K(Rx)
n’est pas totalement ramifie´e sur Q3, bien qu’elle soit extension com-
pose´e de deux extensions totalement ramifie´es sur Q3.
k(Rx) = F9 = k(Vx).
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3© Rx = Vx = Z3[i,√3].
Ici K = Q3, K(Rx) = K(Vx) = Q3[i,
√
3].
Le polynoˆme minimal de i+
√





3)(T + i−√3) = T 4−4T 2+16 ≡ (T 2+1)2 mod 3, car on
ve´rifie que chacune des quatre racines de P est primitive, i.e. engendre
Q3[i,
√
3] qui est de degre´ 4 sur Q3, comme extension compose´e des deux
extensions de degre´ 2 totalement ramifie´es Q3[
√
3] et Q3[
√−3] de Q3 :
faisant par exemple le raisonnement avec i +
√
3, on a 4/(i +
√
3) =
−i + √3, 2√3 = (√3 + i) + (√3 − i), 2i = (i + √3) − (−i + √3),
d’ou`
√
3 ∈ Q3[i +
√
3] et i ∈ Q3[i +
√
3] ; ainsi P est bien irre´ductible




3] = Q3[T ]/(T 4 − 4T 2 + 16). De plus
1/(i+
√
3) ∈ Z3[i +
√




3] = Z3[T ]/(T 4 − 4T 2 + 16).
mRx est engendre´ par la classe de T
2 + 1.
x0 = T
2 + 1 ∈ F3[T ].
k(x0) = F9 = F3[T ]/(T 2+1) = Z3[T ]/(T 4− 4T 2+16, T 2+1) = k(Rx).
x = T 4 − 4T 2 + 16 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T 2 + 1 = Teich(x0) ∈
re´d−1(x0), z = T
2 + 7 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3, d’in-
dice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2 : remarquons que K(Rx)
n’est pas totalement ramifie´e sur Q3, bien qu’elle soit extension com-
pose´e de deux extensions totalement ramifie´es sur Q3.
k(Rx) = F9 = k(Vx).
3.4.3. 3e cas : Rx n’est pas un anneau de valuation discre`te








Ici K = Q3, K(Rx) = K(Vx) = Q3[
√
2].
Rx = Z3[T ]/(T 2 − 18) : T 2 − 18 est bien irre´ductible sur Z3 sinon il
aurait une racine dans Q3, a` savoir 3
√
2 ou −3√2 et donc √2 ∈ Q3 ce
qui n’est pas.
Rx n’est pas un anneau de valuation discre`te car
√
2 /∈ Rx.
mRx est engendre´ par 3 et T .
x0 = T ∈ F3[T ].
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k(x0) = F3 = F3[T ]/(T ) = Z3[T ]/(T 2 − 18, 3, T ) = k(Rx).
x = T 2 − 18 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0), z =
T + 3 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension non ramifie´e de degre´ 2 de K = Q3.
k(Rx) = F3 ⊂ F9 = k(Vx).
3.4.3.2. Vx totalement ramifie´ sur V
Rx = Z2[2i] →֒
6=
Vx = Z2[i].
Ici K = Q2, K(Rx) = K(Vx) = Q2[i].
Rx = Z2[T ]/(T 2+4) : T 2+4 est bien irre´ductible sur Z2 sinon il aurait
une racine dans Q2, a` savoir 2i ou −2i et donc i ∈ Q2 ce qui n’est pas.
Rx n’est pas un anneau de valuation discre`te car i /∈ Rx.
mRx est engendre´ par 2 et T .
x0 = T ∈ F2[T ].
k(x0) = F2 = F2[T ]/(T ) = Z2[T ]/(T 2 + 4, 2, T ) = k(Rx).
x = T 2 + 4 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0), z =
T + 2 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension totalement ramifie´e de degre´ 2 de
K = Q2.
k(Rx) = F2 = k(Vx).
Le morphisme Rx = Z2[2i] →֒ Vx = Z2[i] est ramifie´ [SGA 1, I, §7, cor
7.5].
3.4.3.3. Vx ramifie´ non totalement sur V



























2 − 3√3) = T 4 − 58T 2 + 625 ≡
(T 2+1)2 mod 3, car on ve´rifie que chacune des quatre racines de P est




3] qui est de degre´ 4 sur Q3 : faisant



























































3] = Z3[T ]/(T 4 − 58T 2 + 625).
mRx est engendre´ par 3 et T
2 + 1.
x0 = T
2 + 1 ∈ F3[T ].
k(x0) = F9 = F3[T ]/(T 2 + 1) = Z3[T ]/(T 4 − 58T 2 + 625, 3, T 2 + 1) =
k(Rx).
x = T 4 − 58T 2 + 625 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T 2 + 1 = Teich(x0) ∈
re´d−1(x0), z = T
2 + 3T + 4 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3,
d’indice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2.
k(Rx) = F9 = k(Vx).









[SGA 1, I, §7, cor 7.5].



































2 − √3) = T 4 − 42T 2 + 225 ≡



















3] = Z3[T ]/(T 4 − 42T 2 + 225).
mRx est engendre´ par 3 et T .
x0 = T ∈ F3[T ].
k(x0) = F3 = F3[T ]/(T ) = Z3[T ]/(T 4 − 42T 2 + 225, 3, T ) = k(Rx).
x = T 4−42T 2+225 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0), z =
T + 3 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3,
d’indice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2.
k(Rx) = F3 ⊂ F9 = k(Vx).









Le polynoˆme minimal de i+3
√







3)(T+i−3√3) = T 4−52T 2+784 ≡ (T 2+1)2 mod 3, car
on ve´rifie que chacune des racines de P engendre l’extension Q3[i,
√
3]












3] car le coefficient constant de P est inversible dans




3 ∈ Z3[i+ 3
√
3].
Rx = Z3[i+ 3
√
3] = Z3[T ]/(T 4 − 52T 2 + 784).
mRx est engendre´ par 3 et T
2 + 1.
x0 = T
2 + 1 ∈ F3[T ].
k(x0) = F9 = F3[T ]/(T 2 + 1) = Z3[T ]/(T 4 − 52T 2 + 784, 3, T 2 + 1) =
k(Rx).
x = T 4 − 52T 2 + 784 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T 2 + 1 = Teich(x0) ∈
re´d−1(x0), z = T
2 + 4 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3,
d’indice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2.
k(Rx) = F9 = k(Vx).
Le morphisme Rx = Z3[i+ 3
√
3] →֒ Vx = Z3[i,
√
3] est ramifie´ [SGA 1,
I, §7, cor 7.5].









Ici K = Q3, K(Rx) = K(Vx) = Q3[i,
√
3].
Le polynoˆme minimal de 3i+
√





3)(T +3i−√3) = T 4+12T 2+144 ≡ T 4 mod 3, car on
ve´rifie que chacune des racines de P engendre l’extension Q3[i,
√
3] de





3] = Q3[T ]/(T 4 + 12T 2 + 144).
Rx = Z3[3i+
√
3] = Z3[T ]/(T 4 + 12T 2 + 144).
mRx est engendre´ par 3 et T .
x0 = T ∈ F3[T ].
k(x0) = F3 = F3[T ]/(T ) = Z3[T ]/(T 4 + 12T 2 + 144, 3, T ) = k(Rx).
x = T 4+12T 2+144 ∈]x0[\re´d−1(x0), y = T = Teich(x0) ∈ re´d−1(x0), z =
T + 3 ∈ re´d−1(x0).
K(Rx) = K(Vx) est une extension ramifie´e de degre´ 4 de K = Q3,
d’indice de ramification 2 et de degre´ re´siduel 2.
k(Rx) = F3 ⊂ F9 = k(Vx).
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4. Images directes de F -isocristaux convergents
4.0.
On reprend les hypothe`ses de 3.0.
4.1. Convergence des images directes
4.1.1.
On suppose de plus en 4.1 que K contient les racines qie`mes de l’unite´.



































dans lequel f, f ′, ϕS, ϕX sont des morphismes de k-sche´mas lisses, h, h
′, ρ, ρ′, ϕS ,
ϕX sont des morphismes de V-sche´mas formels se´pare´s lisses, h, h′ sont
propres et lisses, les i sont des immersions ferme´es et les carre´s verticaux
sont carte´siens.
The´ore`me (4.1.2). Supposons le corps k parfait. Soient S un k-sche´ma
lisse, S un V-sche´ma formel lisse relevant S et f : X → S un k-morphisme
propre et lisse relevable en un morphisme propre et lisse h : X → S de V-
sche´mas formels. Alors
(4.1.2.1) Pour tout entier i > 0, f induit un foncteur
Rifconv∗ : F
a-Isoc(X/K) −→ F a-Isoc(S/K) .
(4.1.2.2) Le foncteur pre´ce´dent est compatible au passage a` la fibre en un point
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et tout E ∈ F a-Isoc(X/K) on a un isomorphisme de changement de
base
i∗s0R
ifconv∗(E) ∼−→Rifs0,conv∗(i∗Xs0 (E)) = H
i
rig(Xs0/K(s0), EXs0 )
compatible aux Frobenius, dans lequel le corps K(s0) a e´te´ introduit au
de´but de 3.1 et EXs0 := i∗Xs0 (E).
(4.1.2.3) Sous les hypothe`ses 4.1.1 le foncteur Rifconv∗ de 4.1.2.1 commute au
changement de base ϕS : S
′ −→ S, i.e. pour E ∈ F a-Isoc(X/K), E ′ =




′/S ′; E ′)
φ′i
∼ // Rif ′rig∗(X










dans lequel les fle`ches verticales sont les isomorphismes de changement
de base et les fle`ches horizontales les isomorphismes de Frobenius.
De´monstration.












satisfaisant aux conditions de [Et 6,(3.4.4.3)], on en de´duit que pour E ∈
F a-Isoc(X/K), on a [loc. cit.]
Ei := Rifrig∗(X/S; E) ∈ Isoc(S/K) .
En notant FS : S → S (resp FX : X → X) le Frobenius de S (resp de X)





l’isomorphisme de Frobenius de E , il reste a` construire un isomorphisme de
Frobenius
φi = φEi : F
∗
S(Ei) ∼−→ Ei .
Quitte a` de´composer S en somme de ses composantes connexes il suffit
de de´finir φEi sur chacune de ces composantes connexes. Soit Sα un ouvert
affine d’une composante connexe S0 de S : comme le foncteur naturel
F a-Isoc(S0/K) −→ F a-Isoc(Sα/K)
est pleinement fide`le [Et 3, the´o 4] il suffit de de´finir φEi sur Sα.
On part donc d’une de´composition [cor (2.1.3)] S = ∪
α
Sα , Sα = Spf Aˆα
ou` les Aα sont des V-alge`bres lisses et inte`gres, S = ∪
α
Sα, Sα = Spec Aα,0, ou`
Aα,0 := Aα/πAα et on note jSα : Sα →֒ S l’immersion ouverte. Choisissons
comme en (3.1) un rele`vement (fini et plat) FSα : Sα → Sα du Frobenius
FSα : Sα → Sα, au-dessus de σ : Spf V → Spf V. Puisque le diagramme



































fournit un isomorphisme de changement de base [Et 6, the´o (3.4.4)]
j∗SαR
ifrig∗(X/S; E) ∼−→ Rifα,rig∗(Xα/Sα; j∗Xα(E)) ,
on est ramene´ a` construire un isomorphisme de Frobenius sur
E iα := Rifα,rig∗(Xα/Sα; j∗Xα(E)) ∈ Isoc (Sα/K)






























l’image inverse du carre´ carte´sien
Xα










par le carre´ carte´sien
Sα
































ou` le carre´ est carte´sien.
On dispose d’un isomorphisme de changement de base [Et 6, (3.4.4.1)(ii)]
(4.1.2.5) F ∗SαR
ifα,rig∗(Xα/Sα; Eα) ∼−→ Rif (q)α,rig∗(X(q)α /Sα; π∗Xα/Sα(Eα)),
d’un morphisme fonctoriel [C-T, 10.5.2]




α /Sα; π∗Xα/Sα(Eα)) −→ Rifα,rig∗(Xα/Sα;F ∗Xα(Eα))













Par composition de ces trois morphismes on obtient le morphisme de Frobe-
nius de E iα := Rifα,rig∗(Xα/Sα; Eα)
(4.1.2.8) φi : F ∗SαR
ifα,rig∗(Xα/Sα; Eα) −→ Rifα,rig∗(Xα/Sα; Eα) ,
et il s’agit de prouver que φi est un isomorphisme : pour c¸a il suffit de
prouver que c’est le cas pour ηi. On sait de´ja` que ηi est un morphisme d’iso-
cristaux convergents : comme la source et le but de ηi sont des OSαK -modules
cohe´rents [Et 6, (3.4.4.3)] il suffit, pour montrer que ηi est un isomorphisme,
de montrer que c’est un isomorphisme fibre a` fibre aux points ferme´s de
SαK = Spm (AˆαK) [B-G-R, 9.4.2 cor 7].
Soit s ∈ Spm (AˆαK) un point ferme´ de SαK , correspondant a` un ide´al
maximal ms de AˆK := AˆαK ; on utilise alors les notations de (3.2), en parti-
culier on pose s0 = sp(s) :
(4.1.2.9) A0
ψ˜s // // k(Rs) = Rs/mRs = A0/msp(s) = Aˆ/msp(s)
A0






















Ys = Spf Rs, YKs = Spm Ks, Ys0 = Spec k(Rs) ,
θ#s : YKs = Spm Ks −→ Spm AˆK = SαK ,
ψ#s : Ys = Spf Rs −→ Spf Aˆ = Sα ,
is0 := ψ˜
#
s : Ys0 = Spec k(Rs) = Spec k(s0)→ Spec A0 = Sα .
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Soit F ∈ Isoc(Sα/K) un isocristal convergent dont une re´alisation [B3,
(2.3.2)] est unOSαK -module cohe´rent FK a` connexion inte´grable convergente :
une re´alisation de i∗s0(F), la fibre de F en s0, est donne´e par (θ#s )∗(FK) [B3,
(2.3.2)(iv)] en prenant l’image inverse de FK par le diagramme
(4.1.2.10) Sα









et cette image inverse ne de´pend, a` isomorphisme canonique pre`s, que de ψ˜#s ,
qui lui-meˆme ne de´pend que de la spe´cialisation s0 = sp(s) de s. En fait, la
connexion dont est muni FK fournit un syste`me compatible d’isomorphismes
canoniques
s∗1(FK) ∼→ s∗2(FK)
pour tous points s1, s2 ∈ Spm AˆK ayant meˆme spe´cialisation s0, i.e. pour des
points si ∈]s0[= sp−1(s0), i = 1, 2 [B3 ; (2.2.17),(2.3.2)(iv)]. L’image inverse
(θ#s )
∗(FK) est canoniquement isomorphe a` celle obtenue en remplac¸ant Ys
par un V-sche´ma formel fini e´tale Ys′ et ψ#s par ψ#s′ tels que le diagramme
suivant
(4.1.2.11) Sα









soit carte´sien. En fait on choisit s′ = TeichAˆK (s0), donc ψ
#
s′ est le rele`vement
de Teichmu¨ller de s0
τ#
Aˆ
(s0) : Ys′ = Spf V(s0)→ Yα = Spf Aˆ
dont la commutation au Frobenius [(3.1.11)] va nous eˆtre fort utile : τ ∗
AˆK
(s0)
est une re´alisation de i∗s0 [B3 ; (2.3.6) et (2.3.2)(iv)], [LS, chap 7] qui com-
mute aux Frobenius. Ainsi, graˆce a` [B3, (2.1.10), (2.2.3), (2.2.10), (2.3.2)] on
a de´montre´ la proposition suivante :
Proposition (4.1.2.12). Avec les notations pre´ce´dentes, soit F(resp G) ∈
Isoc(Sα/K) un isocristal convergent dont une re´alisation est un OSαK -module
cohe´rent FK(resp GK) a` connexion inte´grable convergente et ψ : F → G
un morphisme de Isoc(Sα/K) dont une re´alisation est un morphisme ψK :
FK → GK .
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(i) Pour tout point ferme´ s0 de Sα, une re´alisation de la fibre i
∗
s0(F) =: Fs0
de F en s0 est donne´e par la fibre (θ#s )∗(FK) =: FK,s de FK en un
point quelconconque s ∈]s0[. La connexion dont est muni FK fournit
un syste`me compatible d’isomorphismes canoniques
s∗1(FK) ∼→ s∗2(FK)
pour tous points s1, s2 ∈ Spm AˆK ayant meˆme spe´cialisation s0, i.e.
pour des points si ∈]s0[= sp−1(s0), i = 1, 2.
(ii) Pour tout point ferme´ s0 de Sα, τ
∗
AˆK




appele´e re´alisation de Teichmu¨ller de i∗s0, qui commute aux Frobenius,
i.e. τ ∗
AˆK





(s0) ; donc parmi les re´alisations du (i)
figure τ ∗
AˆK
(s0)(FK), appele´e re´alisation de Teichmu¨ller de i∗s0(F).
Si de plus F ∈ F a-Isoc(Sα/K) a pour Frobenius φK : F ∗AˆK (FK)
∼→ FK,




(iii) Pour ve´rifier que ψ est un monomorphisme (resp un e´pimorphisme,
resp un isomorphisme) il suffit de le ve´rifier aux points ferme´s de
Sα ; en particulier il suffit de ve´rifier que la fibre de ψK aux points
de Teichmu¨ller en est un, i.e. il suffit de ve´rifier que τ ∗
AˆK
(s0)(ψK) en
est un pour tout point ferme´ s0 de Sα.




















Eα = j∗Xα(E) ∈ Isoc(Xα/K) a pour images inverses EXs0 et EX(q)s0 sur Xs0 et
X
(q)
s0 respectivement. Il s’agit de de´montrer que l’image inverse
i∗s0(η

































































Ainsi ηis0 s’identifie a`
(4.1.2.15)










et ce morphisme est un isomorphisme d’apre`s la proposition (4.1.2.16) ci-
dessous, ce qui ache`vera la preuve de (4.1.2.1).
La preuve de (4.1.2.2) a e´te´ donne´e ci-dessus par la meˆme occasion.
Pour (4.1.2.3), on se rame`ne, comme pour la preuve de (4.1.2.1), au cas
ou` S = Spf Aˆα et S ′ = Spf Aˆ′α et la fonctorialite´ des constructions nous
assure de la commutativite´ du diagramme de (4.1.2.3). 
On a la ge´ne´ralisation suivante de [E-LS 1, 2.1] :
Proposition (4.1.2.16). Supposons le corps k parfait. Soient X un k-
sche´ma se´pare´ de type fini, FX l’ite´re´ a-ie`me du Frobenius absolu de X
(F ∗X(x) = x
q), FX = πX/k ◦ FX/k sa factorisation
X
FX/k // X ′
piX/k // X
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et σ : K → K ′ = K le rele`vement choisi de la puissance q = pa de k . Pour
E ∈ Isoc†(X/K), on a :
(i) Pour tout entier i > 0, FX/k induit une bijection K-line´aire
F ∗X/k : H
i
rig,c(X
′/K ′, π∗X/k(E))→ H irig,c(X/K,F ∗X(E)).
Si de plus X est lisse sur k, la meˆme assertion vaut pour la cohomologie
rigide sans supports compacts.
(ii) Pour tout entier i > 0, FX induit une bijection σ-line´aire
F ∗X : H
i
rig,c(X/K,E)→ H irig,c(X/K,F ∗X(E))
c’est-a` dire un isomorphisme
σ∗(H irig,c(X/K,E))
∼→H irig,c(X/K,F ∗X(E)).
Si de plus X est lisse sur k, la meˆme assertion vaut pour la cohomologie
rigide sans supports compacts.
De´monstration de (4.1.2.16). La preuve suit celle de [E-LS 1, 2.1].
Pour (i). On notera H i(X/K,E) la cohomologie rigide avec ou sans supports
compacts. En utilisant la suite exacte longue de localisation en cohomologie
rigide a` supports compacts (resp. la suite spectrale de localisation lorsque X
est lisse sur k) on se rame`ne au cas ou` X est un sous-sche´ma de Pnk qui ne
rencontre pas les hyperplans de coordonne´es ; comme la cohomologie rigide
commute aux extensions finies de K on peut supposer que K contient les
racines q-ie`mes de l’unite´. On note FP l’endomorphisme σ-line´aire de P = PnV
de´fini par F
∗
P (Ti) = T
q













Spec(V) σ // Spec(V)
ou` le carre´ est carte´sien : puisque k est parfait, σ est un isomorphisme, de
meˆme que πP/V . En dehors des hyperplans de coordonne´es, le morphisme
FK = (FP/V)K : P
n
K → Pn(σ)K
est un reveˆtement e´tale galoisien de groupe µnq ≃ (Z/qZ)n. Or, si V de´signe
un voisinage strict quasi-Stein suffisamment petit du tube de X ′, alors FK
60
induit un reveˆtement e´tale galoisien encore note´ FK : W → V de groupe
µnq ≃ (Z/qZ)n. On peut supposer de plus que E ′ = π∗X/k(E) provient d’un mo-
dule a` connexionM sur V : tout F -automorphisme ψ de PnV induit un auto-





se factorise de manie`re unique par le morphisme de complexes
F ∗K :M⊗ Ω•V → FK∗F ∗KM⊗ Ω•V
pour donner l’application trace
Tr : FK∗F
∗
KM⊗ Ω•V →M⊗ Ω•V
(cf [E-LS 1, 2.1] et [Mi, V, lemma 1.12]). Cette application induit des homo-
morphismes
tr : H i(W, j†WF
∗
KM⊗ Ω•)→ H i(V, j†VM⊗ Ω•)
et tr : H i]X[(W,F
∗
KM⊗ Ω•)→ H i]X′[(V,M⊗ Ω•).
Rappelons ici la de´finition de j†W . Pour un voisinage strict W (resp. un
couple de voisinages stricts W ′ ⊂ W ) du tube de X dans Pn anK on note
αW (resp.αWW ′) l’immersion ouverte de W dans Pn anK (resp. de W
′ dans
W ). Si A est un faisceau d’anneaux sur W et N un A-module, on pose [B






la limite e´tant prise sur les voisinages W ′ ⊂W .
Puisque F prolonge FX/k, l’application
F ∗X/k : H
i(X ′/K ′, π∗X/k(E))→ H i(X/K,F ∗X(E))
est induite par le morphisme de complexes F ∗K , et comme Tr ◦ F ∗K = qn sur
M⊗ Ω•V , on en de´duit que tr ◦ F ∗X/k = qn sur H i(X ′/K ′, π∗X/k(E)) : remar-
quons que pour pouvoir calculer les groupes de cohomologie rigide de X sans
supports a` l’aide de complexes de de Rham comme ci-dessus on a e´te´ amene´
a` supposer X lisse dans l’e´nonce´ de (4.1.2.16) ; l’e´nonce´ de [E-LS 1, 2.1], pour
eˆtre complet, doit lui-aussi comporter l’hypothe`se de lissite´ de X dans le cas
de la cohomologie rigide sans supports.




KM⊗ Ω•V . D’autre
part, si l’on note ψ0 la re´duction mod π d’un F -automorphisme ψ de PnV ,
61









X/k(λi ⊗ ti) = F ∗X/k(λi ⊗ ti) = F ∗X/k(1⊗ λqi ti) = λqi tqi ;
puisque k est parfait on en de´duit que ψ0 est l’identite´ de X . Ainsi on voit
que
F ∗X/k ◦ tr =
∑
Id∗ = qn
sur H i(X/K,F ∗X(E)). On a donc montre´ que (1/q
n)tr est un inverse pour
F ∗X/k.
Pour (ii). Le morphisme du (ii) est le compose´
σ∗(H i(X/K,E))
u // H i(X ′/K ′, π∗X/k(E))
F ∗
X/k // H i(X/K,F ∗X(E))
ou` le morphisme u est induit par le changement de base Fk (puissance q sur










// Spec k .
Puisque k est parfait, Fk et πX/k sont des isomorphismes, donc u en est un
aussi. Ceci ache`ve la preuve de (4.1.2.16). 
4.1.3. On va pre´ciser le the´ore`me (4.1.2) en l’e´tendant.
Soient S un k-sche´ma lisse et se´pare´ et f : X → S un k-morphisme
projectif et lisse. Notons S =
⋃
α
Sα,0 une de´composition de S en re´union
d’ouverts connexes affines Sα,0 = Spec(Aα,0), Aα = V[t1, ..., tdα]/Jα une V-
alge`bre lisse relevant Aα,0 dont on a fixe´ une pre´sentation et Sα = Spec(Aα).
On de´signe par
fα : Xα,0 = X ×S Sα,0 −→ Sα,0
la restriction de f . Quitte a` de´composer Xα,0 en somme disjointe de ses
composantes connexes on peut supposer Xα,0 connexe. D’apre`s [Et 5, (3.3.1)]
il existe un rele`vement projectif hα de fα, hα : Xα → Sα. Le comple´te´ formel
de ce morphisme hα est un morphisme projectif de V-sche´mas formels
hˆα : Xα → Sα .
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On suppose de plus que, pour tout α, Xα est plat sur V : ceci implique [Et
5, (3.3.4)] que, pour tout α, hˆα est lisse.
The´ore`me (4.1.3.1). Supposons k parfait. Soient S un k-sche´ma lisse et
supposons que f : X → S est un k-morphisme projectif et lisse satisfaisant
aux hypothe`ses 3.3.2 pre´ce´dentes ou que f de´finit X comme une intersection
comple`te relativement a` S dans un espace projectif sur S [Et 5, (3.2.5)].
Alors, pour tout entier i > 0, f induit un foncteur
Rifconv∗ : F
a-Isoc(X/K)→ F a-Isoc(S/K)
qui commute a` tout changement de base S ′ → S entre k-sche´mas lisses.
De´monstration. Compte tenu de [Et 6, (3.4.8.2), (3.4.8.6)] il s’agit de ve´rifier
que le Frobenius (qui est de´fini par fonctorialite´ [LS, §8]) est un isomorphisme.
D’apre`s [B-G-R, (9.4.2/7)] et comme on l’a vu dans la preuve de (4.1.2) il
suffit de ve´rifier l’isomorphisme sur les points ferme´s de S et le re´sultat
provient alors de [(4.1.2.15)]. 
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4.2. Cas fini e´tale
Dans le cas fini e´tale on n’a pas lieu de supposer le corps k parfait ni que
K contient les racines qiemes de l’unite´ :
The´ore`me (4.2.1). Soient S un k-sche´ma lisse et f : X → S un k-
morphisme fini e´tale. Alors
(4.2.1.1) Pour tout entier i > 0, on a des foncteurs
(i) Rifconv∗ : Isoc(X/K)→ Isoc(S/K),
(ii) Rifconv∗ : F
a-Isoc(X/K)→ F a-Isoc(S/K),
(iii) Pour E ∈ Isoc(X/K) et i > 1 on a
Rifconv∗(E) = 0.
(4.2.1.2) Supposons de plus f galoisien de groupe G. Pour E ∈ Isoc(X/K)
on a des isomorphismes canoniques
(i) E ∼−→ (fconv∗ f ∗(E))G,
(ii) H iconv(S/K, E) ∼−→ H iconv(X/K, f ∗(E))G,
(iii) Si E ∈ F a-Isoc(S/K), ces isomorphismes sont compatibles aux Fro-
benius.
De´monstration.
Pour (4.2.1.1). Le (i) est la` pour me´moire, car prouve´ en [Et 6, 3.4.8]. On
a vu dans la de´monstration de [loc. cit.] que la de´finition de Rifconv∗(E) est
locale sur S : on peut donc supposer S = Spec A0 affine et lisse sur k.
Posons S = Spf Aˆ ou` A est une V-alge`bre lisse relevant A0, et relevons
f : X → S en un morphisme fini e´tale de V-sche´mas formels h : X → S [EGA
IV, (18.3.2) ou (18.3.4)], et soit FS : S → S un rele`vement du Frobenius de


















le morphisme FX/S est un isomorphisme et se rele`ve de manie`re unique en




















On pose FX = πX/S ◦ FX/S .
Pour E ∈ Isoc(X/K), soit EX une re´alisation de E sur XK ; par de´finition
on a
Rifconv∗(X/S; E) = H i(RhK∗(EX ⊗ Ω•XK/SK ))
= RihK∗(EX ),
car X est e´tale sur S. D’ou` le (iii) par le the´ore`me B de Kiehl car h est affine.
Soit E ∈ F a-Isoc(X/K) et φ : F ∗X (EX ) ∼−→EX le Frobenius.
D’apre`s [cor (1.2.3)] il suffit de construire un isomorphisme φi (de Frobe-
nius) sur Rifconv∗(E), compatible aux connexions. Comme FS est plat, le
morphisme de changement de base
F ∗SKR
ifconv∗(X/S, E)→ Rif (q)conv∗(X(q)/S, E) ≃ Rih(q)K∗(π∗XK/SK (EX ))






(EX )) ≃ RihK∗(F ∗XK (EX ))






(EX )) ≃ RihK∗(EX ),
on obtient le Frobenius φi cherche´
φi : F ∗SKR
ifconv∗(X/S, E) ≃ Rifconv∗(X/S, E).
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En reprenant la preuve de [Et 6, (3.4.4)] on ve´rifie que φi est compatible
aux connexions, d’ou` le (ii).
Pour (4.2.1.2). Soit ES une re´alisation de E sur SK . Par de´finition on a
fconv∗(X/S, f ∗(E)) = hK∗(h∗K(ES)).
Comme hK est fini e´tale galoisien de groupe G [Et 6, (2.3.1)], la fle`che cano-
nique
ES → (hK∗(h∗K(ES)))G
est un isomorphisme, d’ou` (i).
L’isomorphisme du (ii) est alors une conse´quence classique du (i) [Et 1,
III, 3.1.1].
La fonctorialite´ des constructions pre´ce´dentes prouve le (iii). 
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